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3- ÉPREUVES D'ADMISSIBILITÉ (ÉCRITES) 
3-1 SUJETS DE LA SESSION 2003 


MATHÉMATIQUES 


Durée : 4 heures 


Le sujet est constitué de trois exercices. 


Le premier exercice, de nature pédagogique, a pour objet le traitement d'un exercice au niveau du baccalauréat 
professionnel, suivi d'une analyse didactique. 


Le deuxième exercice, de géométrie, permet de caractériser les pieds des bissectrices d’un triangle et ensuite d'établir une 
propriété classique des tangentes à une ellipse. 


Le troisième exercice, d'analyse, est constitué de trois parties : il a pour objet d'étudier une fonction et de calculer une 
intégrale. 


La clarté et la précision des raisonnements, la qualité de la rédaction interviendront pour une part importante dans 
l'appréciation des copies, ainsi que, dans le premier exercice concerné, le savoir-faire pédagogique et l'intervention de 


méthodes en conformité avec les programmes en vigueur dans les lycées professionnels. 


L'usage des calculatrices de poche est autorisé conformément aux directives de la circulaire n° 99-186 du 16 novembre 
1999. 
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3. 


PREMIER EXERCICE 


L’exercice qui figure ci-après est supposé se situer au niveau du baccalauréat professionnel. 


Traiter les questions 1., 2.4., 2.b. et calculer S (question 3.c.). 

Le signal étudié est discontinu : lors du traitement de cet exercice en classe, quels peuvent être les commentaires du 
professeur ? 
À partir de cet exercice et d’autres exemples, construire une activité destinée à des élèves permettant d’illustrer le calcul 
de la valeur moyenne d’une fonction périodique. Expliciter en argumentant le scénario proposé. 

La page annexe regroupe des extraits des programmes des baccalauréats professionnels. 


Exercice : 
Il 
«Dans tout ce problème 7’ désigne le nombre réel 50 


On considère le signal s, de la variable #, défini sur IR et périodique de période T tel que : 


Compléter le tableau : 


Dans le plan rapporté à un repère orthogonal (Of, Oy) de votre choix, 
a. Construire la représentation graphique du signal s considéré sur l’intervalle [0 ; T ]. 
b. Construire le graphique permettant de visualiser dans le repère (Or, Oy) le signal s considéré sur l’intervalle [- T'; 2T 


1. 


r 3 
a. Soit l'intégrale J = fr 2dr. Montrer que J= ——. 
m1 100 


T 
b. Calculer la fonction dérivée de la fonction définie sur l’intervalle [ O ; 41 parth sin (100xf). 


T 
En déduire une primitive de la fonction définie sur l’intervalle [ 0 ; 31 par {+ 6cos(1007f) . 


Te 
Soit l’intégrale I telle que I = [os . Montrer que I = + 5 


c. La valeur moyenne S du signal s sur l’intervalle [ 0 ; T ] est égale ar ( +J). 


Calculer la valeur exacte de S puis sa valeur arrondie à 10 7. » 
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DEUXIÈME EXERCICE 
PARTIE A 
Caractérisation barycentrique des pieds des bissectrices d’un triangle 
Soit (ABC) un triangle non aplati du plan affine euclidien. On note comme suit les longueurs respectives de ses côtés : 


BC=a,CA=b,AB=c. 


La bissectrice intérieure issue du sommet A du triangle coupe le segment [BC] au point noté U. Si la bissectrice 
extérieure issue de A coupe la droite (BC), on appelle V le point d'intersection. 
Le barycentre de trois points M, M'et M" affectés des coefficients p, p' et p" est noté : 
{M ,p); (M, pp); M", pp}. 
1- a. En exprimant de deux façons différentes l'aire de chacun des triangles (ABU) et (ACU), prouver que 
UB AB 
UC AC 
b. En déduire que U est le barycentre {(B , b);(C ,c)}. 
c. Montrer que les trois bissectrices intérieures du triangle (ABC) sont concourantes en un point I qui est le barycentre 
{(A,a);(B,b);(C,c)}. 
2- a. À quelle condition sur b et c le point V existe-t-il ? 
b. Supposant cette condition remplie, montrer que V est le barycentre {(B , b) ; (C , —c)}. 
c. Vérifier l'existence du barycentre {(A , a) ; (B , —b) ; (C , -c)}. Indiquer trois droites particulières du triangle (ABC) 
à l'intersection desquelles ce barycentre est situé. 


PARTIE B 


Une propriété de la tangente en un point d’une ellipse. 


Soient deux réels a et b tels que a > b > 0. 
2 2 


Soit (_) l'ellipse d'équation ue + 5 = 1 dans un repère orthonormal (O, ï, n 


On note F(c , 0) et F'(—-c, 0) les foyers de l'ellipse. 
Soit A(xA, YA) un point de ( ) distinct des sommets de l’ellipse. 


1- Montrer que la droite (TA), tangente à ( ) en A, admet pour équation : x + pe y=l 
a 


2- Déterminer les coordonnées du point V, intersection de (T,) avec l'axe des abscisses. 
3- Vérifier la relation : a/AF? = a°(xa- €)? + (a? — c?}(a° - x?). 

4 Écrire de manière analogue une expression de a?AF'? (ne pas détailler les calculs). 
AF° _ VF 

AF? VF? 

6- Que représente la droite (TA) dans le triangle (AFF) ? 


5- Montrer la relation : 
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TROISIÈME EXERCICE 
PARTIE À 


L'objectif de cette partie est l'étude de la fonction f définie sur l'intervalle [0 , + oo[ par : 


J(0)— 0 


into six > 0. 


F@) = 


1- Déterminer les limites de f en 0 et en +. 
2- Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur l'intervalle [O , + of. 
Donner l'expression de f'(x) sur l'intervalle ]0 , + oo. 
3- a. Montrer que l'équation In(x) + x + 1 = 0 admet, sur l'intervalle ]0 , + «[, une solution unique que l'on notera ©. 
b. Donner un encadrement de a d'amplitude 1077. Vérifier que f(a) = — a. 
4- Tracer la représentation graphique de la fonction f dans un repère orthogonal d'unités graphiques : 
axe des abscisses, 5 cm pour 1 unité, axe des ordonnées, 10 cm pour 1 unité. 


PARTIE B 


Dans cette partie, on calcule la somme d'une série numérique au moyen d'un développement en série de Fourier. 


Soit g la fonction définie sur l’ensemble des nombres réels IR, à valeurs dans IR, périodique de période 2x, telle que g(x) 
= x(27r — x) Si0 <x <2r. 
1- Esquisser sommairement la représentation graphique de la fonction g sur l'intervalle [- 2x , 4n]. 
2- Calculer les coefficients de Fourier de la fonction g, et prouver que, pour tout réel x, on a: 
+ 


27 cos(rx) 
g@) = > CRE 


n=1 


1 n-1 
3- Montrer la relation + —= > ED Z 


PARTIE C 


1 
On se propose de calculer l'intégrale 7 = [ f(x)dx. 
0 


Pour tout entier naturel 4, & 2 1, on pose f, (x) = x#n(x) pour x > 0 et f,(0) = 0. 
1- Vérifier que f, est continue sur l'intervalle [0 , + of. 


1 
2- Pour tout entier naturel k, calculer l'intégrale 7, = [ /@)dx. 
0 
3- a. Pour tout entier naturel 7 non nul et tout nombre réel x appartenant à l’intervalle ]0 , + [, montrer que : 
n-1 n 
k_k n XX 
a) or 
k=0 1+x 
b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, 


1e DCR + el bo). 
k=1 


Xe il < 


b. En déduire la valeur de J. 


4- a. Montrer que < Se : 
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ANNEXE : EXTRAIT DU PROGRAMME DE MATHÉMATIQUES 


DU BACCALAURÉAT PROFESSIONNEL 
Métiers de l’électricité 


BO N° 11 du 15 JUIN 1995 


e) Nombres complexes 


Forme trigonométrique : module, argument. Module et argument 


du produit de deux nombres complexes. 


f) Étude de signaux périodiques 


Approximation d’un signal périodique par un polynôme 
trigonométrique. 
Formule de Parseval. 


g) Équations différentielles 


Résolution de l’équation différentielle 
y" + ay' + by =0 où a et b sont réels : existence et unicité de la 
solution vérifiant des conditions initiales données. 


Champ des activités 


Représentation graphique de fonctions sinusoïdales. 

Exemples de construction de la représentation graphique de 
fonctions périodiques à partir de leur expression algébrique sur un 
intervalle ayant pour longueur la période. 

Exemples d’étude de situations conduisant à l’explicitation d’une 
fonction périodique à partir d’un graphique. 


Exemples d’étude de situations conduisant à l’addition de deux 
fonctions périodiques de même période. 

Exemples d’étude de situations conduisant à l’exploitation 
conjointe d’une sinusoïde et du vecteur de Fresnel associé. 
Exemples de calculs sur les nombres complexes. 


Exemples d’étude de situations conduisant au calcul de la valeur 
moyenne d’une fonction ou de son carré. 


Exemples d’étude de situations conduisant au calcul des premiers 
harmoniques d’une fonction signal. 


Les notations normalisées sont : 
- _|z | pour le module du nombre complexe z, 
-  argz pour son argument. 


Aucune étude théorique n’est à faire sur ce point et 
les formules nécessaires sont admises 


Aucune connaissance n’est exigible sur les coefficients des 
séries de Fourier. 

La formule de Parseval est utilisée dans des cas simples, 
les calculs étant limités aux deux premières composantes 
du signal qui fournissent une approximation. 


Les résultats sont admis. 
Le cas a = 0 et b= w° est à étudier plus particulièrement. 


Il s’agit d’étudier des signaux usuels tels que des signaux 
«carrés », «triangulaires » ou « sinusoïdaux ». L’étude 
peut porter sur la recherche de la périodicité, de la parité 
ou de l’expression algébrique sur un intervalle donné. 


Toute technicité est à éviter. Les situations issues de 
l’électricité et de l’électronique sont à privilégier. 


Les situations sont à choisir en liaison avec l’enseignement 
professionnel. Si elles mettent en jeu des fonctions définies 
par morceaux, les calculs sont alors effectués intervalle par 
intervalle. 
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3.2. ÉLÉMENTS DE CORRECTION 


ÉPREUVE DE MATHÉMATIQUES 
PREMIER EXERCICE 


QUESTION 1 
1) 
t 0 ne T Li 3T T 
8 4 2 4 
S(t) 8 2+3/2 à 2 2 8 
2)a) 
T/4 T 
2)b) 


0 T 2T 


-T 


3)c)Par définition S est la valeur moyenne, sur une période, de la fonction s : prenons ici comme période [0 ; T]; 


(Da =2 Le 2. 


Ç — L T . : OH EE 
S = T je s(t) dt; a) proposait de calculer J': J 4 100 


ie 
T/4 
Il reste à calculer I = js s(t) dt : 


SA SD) dt = [4 [2 + 6cos(100 D] dt =2 + fsin(100  0IP4 


4 100 
LA 6 LS 
Ra pue CU 4) 100 * 100 . D'où S +2 
QUESTION 2 


Le commentaire du professeur, en ce qui concerne la continuité, pourrait porter sur l’image que donne en réalité un 
oscilloscope. La « montée » de 2 à 8 est en réalité continue, mais est réalisée sur un temps très court, lorsque t 
«traverse » chaque valeur KT. Alors que la représentation mathématique comporte un « saut brutal » 


QUESTION 3 

Un point de départ possible pour donner du sens à la notion de valeur moyenne d’une fonction: on donne le 
profil, (graphiquement par exemple) d’une portion de chemin, que l’on souhaite niveler, c'est-à-dire rendre 
horizontal, sans rapporter ni enlever de terre ; on se pose la question de savoir à quelle altitude sera le chemin. 
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DEUXIEME EXERCICE 


PARTIE A 


QUESTION 1 


Notons I et J les projections orthogonales de U sur les droites (AB) et (AC). 


AH BU AB UI AH CU _ AC _UJ 


a) Aire de ABU = et aire de ACU = 


2 2 5 RL. 
| ne Lee “ne UB AB 
U étant sur la bissectrice issue de A, UI = U]J ; donc UC “AC D: 


b) Puisque UB et UC sont colinéaires et de sens contraires (U étant sur la bissectrice intérieure), 
b UB =-c UC ; comme b+c>0,  U est le barycentre de {(B,b) , (C;c)}. 


c) Soit I le barycentre de {(A.,a) , (B,b),(C;c)} (a+b+c>0 ). 
C’est aussi le barycentre de {(A.,a) , (U,b+c)} ; il est donc sur la droite (AU) ; de même il est sur les autres 
bissectrices intérieures. Donc I est le point de concours des bissectrices. 


QUESTION 2 


a) V n'existe pas si et seulement si (AU) est perpendiculaire à (BC) ; ce qui est équivalent à dire que la bissectrice 
de ABC est aussi hauteur, ou encore que ABC est isocèle en A. 
b) On suppose que ABC n’est pas isocèle en A ; 
Désignons par [’ la projection orthogonale de V sur (AB), et par J’ celle de V sur (AC), 
AB VI : BV AH SR rt 2 AC VJ - CV AH 
2 2 2 2 
; , AB BV L se n 
Comme VI = V/, AC CV: et puisque BV et CV sont colinéaires et de même sens : 
V est le barycentre de {(B,b) , (C.-c})} (b n’est pas égal à c, car ABC est supposé non isocèle). 


Aire de ABV = 


c) d’après l’inégalité triangulaire a<b+c ; donc a -b-c n’est pas nul, et le barycentre existe bien. 
La bissectrice intérieure de BAC passe par A, et parU qui est le barycentre de {(B,-b),(C,-c)}; donc elle contient le 


barycentre de {(A.,a),(B,-b),(C,-c)} ; les bissectrices extérieures de ACBet ABC contiennent aussi ce barycentre 
d’après b). 
Finalement : la bissectrice intérieure issue de A, et les bissectrices extérieures issues de B et C sont concourantes. 
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PARTIE B 
QUESTION 1 


Première possibilité : 
2 
Considérons la demi-ellipse située dans le demi-plan des y>0 ; elle a pour équation y =bn | ler: calculons la 


bxs_1 _ bu b 
a XA? a? YA 


dérivée en xa: Y’(xA) = - 


2 
D'où l’équation de la tangente en A : y-yA = (x-xA) — ; en tenant compte du fait que les coordonnées de A 
A 
vérifient l'équation — si L+É- = ], il vient : = x+ de y=1 
Il reste à faire le _—… travail dans le cas où ya <0. 
va au cas yA = 0, il conduit à xA — a, et à une tangente d’équation x = xA qui est bien ce que donne la formule 
: À % + _ y=lI. 
A possibilité : 
Utilisons le paramétrage de l’ellipse par M(t) ( acost , bsint). La droite de vecteur directeur u (cd) et passant par 
le point A est paramétrée par : 


+ ct : : . : r , : 
M(t) a Vadt : l’intersection avec l’ellipse s’obtient en résolvant l’équation en t : 


(XA tot} | ( ET 
a 


= 1 ; c’est une équation du second degrés en t ;pour que cette droite soit tangente à ( )en A, 


il faut et 1l suffit que cette équation ait une racine double, ce qui revient à avoir un discriminant nul ; soit : AC r 2È+ 


A1) = 0. Comme ce dernier terme est nul, cette condition devient : PR Yad_ 0 ; donc le 


Pad 4E b° 


b? +0 2 


vecteur de coordonnées ee D? ) est normal à la tangente, et l’équation de cette tangente s’écrit : (x-xA) ns +(y- 


YA) RE 


eXA+Ja 1, lP 


compte tenu toujours d D 


équation cartésienne de TA devient - À +y re = 1. 


QUESTION 2 
A . DS . , . °* . , Te? a . x 
L’équation précédente fournit l’abscisse de l’intersection V avec l’axe (0, 1 ): x an supposant bien sûr que xA 
A 


n’est pas nul, car sinon cette intersection n’existe pas. 
| 


QUESTION 3 


En tenant compte de : —- #. a + Ja =1 et de a=b+c, il vient: 
2 2 
a?( xa-c}+(a2-c?)(a?- x42) = a2( xa-c)+b? a?(1- a = a2( xa-c)+b? a? pe = a?[( xa-c)+ ya?] = a? AF2. 
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QUESTION 4 


a? AF°?? = a2( xat+c)+(a?-c?)(a2- x4?) s’obtient à partir du résultat précédent en changeant c en -c. 


QUESION 5 
L’expression de a?AF? se ramène à : (a?-cxA)? et celle de a?AF°? se ramène à : (a?+cxa). 
2 
ve GT AF _ VF 
» Pt ;. AN? 
Or VA d’où l’égalité cherchée : AF2 VF? : 
Gr +0) 
XA 
QUESTION 6 
AF _VF 


AP VF donc AF VF’ = AF°’ VF ; et en tenant compte du sens des vecteurs VF et VF”, nous déduisons que 


V est barycentre de {(F,AF°) , (F’,-AF)}. En rapprochant ceci du A)2)b), et en utilisant l’unicité du barycentre 
nous obtenons que : 
V est le pied de la bissectrice extérieure de l’angle en A dans le triangle AFF”. 


TROISIEME EXERCICE] 


PARTIE A 


1)La limiteen + def est + , car D tend vers 1 etinx tend vers + . 


2)f est dérivable sur ]0 , + [, comme produit et quotient de fonction dérivables ; 
f est continue en 0 : car xinx tend vers 0 lorsque x tend vers 0 pour x>0, ce qui entraine que la limite de f(x) en 0, 
pour x>0 est bien 0 ; or f(0) = 0 ; donc la limite de f{x) en 0 est égale à f(0). 

f(x) —-{(o) 


0 quand x tend 


Pour savoir si f est dérivable en 0 à droite, cherchons la limite du taux d’accroissement : 


vers 0": 100) = Di qui tend vers- en 0’; donc f n’est pas dérivable à droite en 0. Précisons quand même 


x-0 
que la tangente en ce point est verticale. 
+Hnx+ 
Le calcul de f (x) donne pour x>0 : f(x) = ae 


3)a) l’étude de h définie par : h(x)=Inx + x + 1, dont la dérivée est 24 1, conduit au tableau suivant : 


x 0 1 
+ 


(Lnx)+x+1 a + 
2 


La continuité de h nous assure de l’existence de .tel que h( ) ; l’unicité vient de la croissance stricte de h. 
En utilisant que In + +1=0,onarriveà  f( )=- . 
b) utilisons par exemple la méthode de dichotomie : 
h(1)>0; donc ]0, 11; 
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h(1/2)>0 ; donc  J0,1[;  ]0,1/2[; ... ; nous sommes conduit à constater que h(1/4)<0, h(3/8)>0, h(5/16)>0, 
h(9/32)>0, h(17/64)<0, h(35/ : 


nous en concluons que : | ——, — 1. 
me me 


Ceci est un encadrement d’amplitude Ds ; il ne répond pas exactement à la question posée, mais dans l’esprit il 
convient. Pour répondre exactement à cette question on peut donner comme nn : 
71 71 


—— —0,005< <—— -0,005.. ( se est la moyenne entre HAE 5; 
248 248 248 128 mn 


In —=-1- ,doncf( )=— (-1- )/(1+ )=- 


PARTIE B 


A 0 2 4 


2) Notons d’emblée que g étant une fonction paire,.(ce que nous ne chercherons pas à démontrer ici) les 
coefficients bn sont nuls. 
9 2 

3 


1 2x 
a0= de. [ x(2 -x)dx = 


27 -4 mue 2 À ee si 1 : 
di —— [ x(2 -x)cos(nx) dx = mo (cette intégration peut être réalisée en intégrant deux fois par parties ). 
Autre possibilité : considérer cos(nx) comme la partie réelle de e"* 
polynôme du second degré facteur de e"*. 


, puis chercher une primitive sous forme d’un 


Le théorème de Jordan-Dirichlet appliqué à : ss est C1 par morceaux et continue, nous assure que g(x) est somme 


de sa série de Fourier, et donc que g(x) = — 7 D cos) ’ 
n>0 
2 2 
3) En prenant x= comme cas particulier, 1l vient: (2 - )= a 4Y (-1)/n? ; 
n>0 
il en résulte : —- 4 > (-1)"'/n2. 
n>0 
PARTIE C 
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1) lim, x‘inx =0 car k>0 ; or f(0) — 0 donc f est continue en 0 à droite ; étant continue sur elle est continue sur 
x 


+. 


k+ k k+ 
LR . Fi Z nr | -  : 
2) ch LL nu Inx]{ IE EL dx (intégration par parties en prenant U — Inx et V' tel que V se ) 
gen 
D'où IL = - (k+1ÿ : 
n-1l 
3)a) soit n et x>0; remarquons que > (-1)x* représente la somme partielle d’une série géométrique de 
0 
raison (-x) ; d’où une autre expression de cette somme : ee ;soit encore : 
_CD'X", LT k_(1)'x" 
= 14 + \AOnE- ci D'x"- 1+x 
TX 1 KO k+] y CD'Xx" Inx LL x x 
b) Ep EC Inx dx- f, dx. 
n-l 
La première intégrale est égale à : Y (-1)lx:1 et la seconde est bien j} x"f(x) dx . 
0 
D'où l’égalité voulue. 
j & < 1, _—_—_— 
4)a) Cela revient à montrer que : If, x f(x) dx|< nl? 
or l’étude faite lors du À, nous assure que sur [0 , 1] O f(x) - ; d’où [f{x)| 


Il s’en suit que : fe x" f(x) dx| ja x" dx ie 


n 
b) Puisque |I- ÿ (-1)"Ik| — qui tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini, 
1 
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Section : MATHÉMATIQUES - SCIENCES PHYSIQUES 


COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 


Gurée : 4 heures 


Calculatrice autarisée 
{conformément à la circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999) 


Le sujet est constitué de trois exercices. 


Le premier exercice, dé nature pédagogique, a pour objet le traitement d'un exercice au niveau du 
baccalauréat professionnel, suivi d'une analyse didactique. 


Le deuxième exercice, de géométrie analytique plane, est une introduction qux courbes de Bézier 


Le troisième exercice, d'analyse, permet d'éfudier la convergence de plusieurs suites définies par un 
produit. 


La clarté et la précision des raisonnements, la qualité de la rédaction interviendront pour une part 
bnportante dans l'appréciation des copies. 


PREMIER EXERCICE 


L'exercice qui figure ci-après est supposé se situer au niveau du baccalauréat professionnel. 


Traiter et rédiger les questions 3, 4, 8 et 9, 

Énoncer à quelles compétences chacune de ces questions (3, 4, 8 et 9) fait référence. 

Lors du traitement en classe de cet exercice, quelles sont à priori îes difficultés que 
pourraient rencontrer les élèves ? 

La notion de dérivée est commune à tous les programmes des baccalauréats 
professionnels. Présenter une activité d'introduction de cette notion ainsi qu’une activité 
de maitrise en lien avec les sciences physiques. Expliciter, pour chaque situation proposée, 
les objectifs poursuivis, les supports choisis et les activités attendues de la part des élèves. 


Exercice : 


« Le schéma ci-dessous illustre Ja réalisation &’une boîte (parallélépipède rectangle sans partie supérieure} à 


partir d'une plaque rectangulaire en carton de dimensions L = 1,5 m £t Ê = 1 m à laquelle sont ôtécs les parties 


prisécs. 
Les pointillés indiquent Les pliages. Les quatre parties grisées sont des carrés de longueur de côté x. 
Le but de l'étude est de déterminer le volume maximal de la bofte, 


— Le nantes 


l 


2. 
3. 
4, 


Longueur 1,5 m 


Queiles sont les valeurs possibles pour x ? Justifier la réponse. 
Exprimer les dimensions de la boîte, longueur L, largeur Ê et hauteur h en fonction de x. 


Exprimer Le volume, noté F €x), de la boîte en fonction de x. 

Montrer que F'{x) peut s’écrire sous la forme : F(x) = 4x -Sxt+l5x 

On considère ja fonction F définie précédemment et qui correspond au volume de la boîte. Compléter le 
tableau de valeurs suivant : 


æ m1 


Déterminet la fonction F°, dérivée de la fonction F. 

Étudier le signe de F''(e) en fonction de x. 

Dessiner Falluré de la représentation graphique de la fonction F. 

La fonction F présente un maximum. Donner, en le justifiant, un encadrement d'amplitude 10° de 
J'abscisse du point correspondant à ce maximum, 


Calculer, en m°, le volume maximal de la boîte, arrondi à 10” près. 


DEUXIÈME EXERCICE 


Ce deuxième exercice est une introduction aux courbes de Bésier. 

Les modèles de courbes de Récier et des surfaces de Bézier sont couramment utilisés pour la 
conception interactive des formes du plan et de l'espace dans le domaine de la conception assistée 
Par ordinateur {CAQN, et ausst pour leur fabricant. 

L'exercice qui suit donne un exemple simple de conception d'une courbe du plan fdesiwn), en 
farliculier pour une police de caractères. 


Soit ? un plan muni d’un repère (0: i, j }. 

1. Sotent deux points 4 ef 4,. Pour chaque nombre réel 7 de l’intervaile [Q , E} on note Af{r} fe 
barycentre de 4 ei À, affectés respectivement des coefficients ? et (1-7}. Quelle est a 
trajectoire du point Af{f} lorsque ? décrit [0 , 1] ? 

2. Soient trois points 4, 4, ,et 4, non alignés. Pour chaque nombre réel + pris dans [0 , 1]. 
on note G(1) le barycentre de 4 et À, affectés respectivememt des coefficients et (1-1), 
on note (r,(1) le barycentre de 4, et À, affectés respectivement des coefficients # et (L-F}, 
eton note Àf(t) le barycentre de &.(r) et (3,(/) affectés respectivement des coefficients 

tet{l-r). 

a) Montrer que A/(f}est barycentre des points 4,4, et 4, affectés de coefficients à 

déterminer. 

b) En déduire que le point A/(#) est situé à l’intérieur du triangle 4 À, À. 

c) Montrer que Le vecteur OM(6) peut se mettre sous la forme RENTE ,où U F. W 
son trois vecteurs à déterminer en fonction des points D, À, 4, et 4,. On admet alors que 
la trajectoire (T°} du point Af{/} lorsque à décrit [0 , 1] est une partie de parabole. 

d) Déterminer les points Af(0) et 44(1); puis déterminer les demi-tangentes à (T} en chacun 
dé ces deux points. 

e) Placer sur la copie trois points 4,4 et À,, puis représenter allure de a courbe {F. 

3. Les trois points 4, 4, ,et 4, de la question 2 désignent maintenant respectivement les points 
dé coordonnées (-1,0),(0 ,-1)et{0 , [}; on ajoute un quatrième point 4, de 

coordonnées {1 , 0). 

On note €r,(#} le barycentre de 4, et À, affectés respectivement des coefficients 1 et (1-2), 

on note Ÿ(r) le barycentre de G,{r}et (7,(r)affectés respectivement des coefficients # et (1-1), 

on note B{:} le barycentre de Af(r) et N(f} affectés respectivement des coefficients z et (1-r). 

On appelle courbe de Bézier associée aux quatre points À, 4,, 4 et 4, la trajectoire de B(#), 

lorsque # décrit [0 , 1]. On note (A) cette courbe. 

x) =-26 +3 235 + 1] 

POELE) 

b} Étudier Les variations des coordonnées de B{t} en fonction de { sur l'intervalle {0 , 1]. 

c) Déterminer Les poinis B(0} et 81}. Montrer que Les demi-tangentes à La courbe (A) en ces 

points sont respectivement [| 4, 4,) et [ 4 4, ). 
d} Représenter sur une feuille de papier miilimétré les points 4, À, 4,et 4, , ainsi que la 
courbe (A). 


a) Montrer que le point Bffj a pour coordonnées | 


TROISIÈME EXERCICE 
s'agit d'une étude de la convergence de suites définies par un produit. 


Dans cet exercice, à chaque suite (u,) ne!N”, de nombres réels noi nuls, on associe la suite 
(p,) définie par P,= Fix =uu,..u, pourr entier naturel non nul. L'objet de l'exercice est 
i=l 


d'établir quelques résultats sur la convergence de la suite (p,). 


PARTIE 1 
1. Exemple L La suite (u,) est défime à partir du rang | par 4, = 41 
rt 


a) Étudier la limite de la suite (x, ). 
b) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, p,=n#+1. 
c) Étudier la limite de la suite (p,}. 


2. Exemple 2. Soit a un nombre réel différent de 0 modulo x. La suite (x,) est définie à 


a 
Partir du rang | par 4, = co{ 2 } 
a) Étudier la limite de la suite (u,). 
b} Montrer que la suite (q,}définie à partir du rang ! par 4,=p, sf £ est géométrique. 


c) Étudier la limite de la suite (2,). 
3. a) Montrer que si la suite (p,) admet une limite finie non nulie alors ja suite 


(a, }converge vers 1 {on pourra étudier Le rapport ETS) 


Lo] 


b} Étudier la réciproque de la proposition précédente. 


PARTIE II 
Dans cette partie, on suppose que la suite (4,) converge vers |. 


1. a) Montrer qu'il existe un nombre entier naturel n, tel que pour fout # supérieur ou égal 
à # on ait &, > 0. On choisit un tel entier #, | 


Jun 
b) Pour n2n, on pose S,= ÿ inv, ). Montrer que la suite (p,) admet une limite finie 


l=hy 


non nulle si et seutement si Ia suite (S, | est convergente. 


In #4 


2. Étude d’un exemple. On pose u,=Yn=er. 
a) Vérifier que la suite (a, ) converge bien vers 1, et que pour cette suite on peut choisir 
#n égal à 1. 
kInx Mk 


b) Montrer que pour tout entier naturel & supérieur ou égal à 3 ona [ £ TT 


c) Étudier la limite de la suite (5,). 
d) En déduire la convergence de la suite( Ph: 
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Calculatrice électronique de poche, y compris programmable, alphanumérique ou à écran graphique, 
à fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément à la circulaire n° 99-186 du 
16 novembre 1999, 


L'usage de tout document et de tout autre matériel électronique est rigoureusement interdit. 


Dans le cas où un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, ül le signale très lisiblement 
dans sa copie, propose la correction et poursuit l'épreuve en conséquence. 


Le sujet est constitisé de quatre exercices, 


Le premier exercice, de nature pédagogique. a pour objet la correction d'un devoir d'une classe de 
baccalauréat professionnel industriel, l'analyse d'extraits de copies d'élèves er l'organisation d'une séquence. 


Le deuxième exercice a pour but de déterminer parmi cing propositions, celles qui sant exactes et celles 
qui soni fausses. en argumentant lés réponses. 


Le troisième exercice porte sur les probabilités. 
Le quatrième exercice a pour objet la méthode d'Euter 
La clarté et la précision des raisonnements, la qualité de la rédaction interviendront pour une part 


importante dans l'appréciation des comes, ainsi que, dans les parties concernées, le savoir-faire pédugogigue 
ei l'intervention de méthodes en conformité avec les programmes en vigueur dans les lycées professionnels. 


Ce sujet contient 11 pages avec les annexes, 


N.B. : Hormis l'en-tête détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe 
d’anonymai, comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui 
vous est demandé comporte notamment la rédaction d'un projet ou d'une note, vous devez 
impérativement vous abstenir de signer ou de l'identifier. 


Annexe 2 Extraits de copies d'élèves, 


Les extraits des copies sont, ie plus possible, fidèles à ta réalité. Les fautes d'orthographe ont été 
corrigées ét quélques fautes de syntaxe éliminées pour une meilleure compréhension dés solutions 
proposées. 


Elève A. 


4- a) À chaque tour de bômne, la voile se réduit. 
Au 1” tour elle perd 0,8 m en hauteur (10 — 9,2}. Au 2% tour, elle perd aussi 0,8 m (9,2 — 8,4). 
Au 1° tour elle perd 0,48 m sur la base (6 — 5,52). Au 2" tour, elle perd aussi 0, 48 m (5,52 — 5,04). 
On peut dire qu'à chaque tour de bôme, la voile perd 0,8 rn en hauteur et 0,48 m sur la base. 


| hauteur base 
+ tour 8,4 — 0,8 = 7.6 5.04 — 0,48 = 4,56 


37 tour 
6% tour 6-08=5,2 3,6 0,48 — 3,12 
T tour 5,2-0,8 = 4,4 3.12 — 0,48 = 2.64 
8% tour 4,4 — 0,8 = 3,6 2,64 - 0,48 = 2,16 
10°" tour 
119 tour 


Au 13% tour, il n'y a plus assez de tissu donc n < 13. 


d-£ 


10% tour 
1 tour] 12 | 072 


J'en déduis que c'est au 5°" tour que l'aire est proche de 10 m° mais qu'on peut pas avoir une aire 
exactement égale à 10 m° avec un nombre entier de tours de bôme. 


Elève B. 


4-4) Entre chaque tour, il y 4 0,8 : 
19-92-08 9,2 — 8,4 = 0,8 
Pour prouver que # < 13, il faut faire (,8 x 13 = 10.4 
10,4 étant supérieur à 10 on peut dire que n < 13. 
4-c} 
Pour prouver que À, peut être égale à 10 m”, ii faut résoudre : 
10 = 0,192 n° — 4,8 n + 30 
10=n6(0,192 n — 4,8) + 30 
10-30 = n (0,192 n —4,8) 
— 20 = # (0,192 # — 4,8). Cette équation est impossible à résoudre. 
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Exercice 1 


Un enseignant a traité avec sa classe de première année de baccalauréat professionnel industriel la 
géométrie dans le plan et les suites numériques. [l propose à ses élèves un devoir dont l'énoncé figure 
dans l’encadré ci-dessous. 


Un bateau possède une grand-voile qu'il est possible de réduire par enroulement autour de la bôme. 


(fig 1) (fig 2) (fig 3} 
Co Co k Co Fa 


C À 


B: B 


AB =6m 
ACo= 10 m AC, =9,2m AC =64m 


La voile totalement déroulée est représentée par le trangle AB,Co rectangle en À (fig 1). 
Après un tour de bôme, la voile est représentée par le triangle rectangle ABC; (fig 2). 
Après deux tours de bôme, la voile est représentée par le triangle rectangle AB;C:; (fig 3). 


l- Calculer, en m°, l'aire _-&c de la surface de la grand-voile déroulée. 
2- Sachant que les droites (BC) et (BoCo) sont parallèles (fig 2}: 
a) calculer AB, ; 
b} en déduire l'aire _# , de la surface de la voile aprés un tour de bômme. 
3- Sachant que les droites (B,C;) et (ByCo} sont parallèles (fig 3): 
a} calculer AB; : 
b} en déduire l'aire, de la surface de la voile après deux tours de bôme. 
4 On suppose pour toute [a suite du problème, qu'à partir de la position grand-voile déroulée 
(fig 1), on effectue un nombre entier de tours de bôme ; on note »# ce nombre. 
a} montrer que »# < 13 ; 
b) on suppose que l'aire _,, en m°, de fa surface de la voile, après »n tours de hôme, 
est donnée par : 
a = 0,192 6 — 4,8 n +30. 
Vérifier cette relation pour # = 0, # = 1 et n = 2. 
c) Peut-on obtenir une aire de la surface de la voile exactement égale à 10 m° ? 
Justifier la réponse. 
Déterminer la valeur de x qui permet d'obtenir l'aire de ia voïle la plus prache de 
16 m°. 


Trois objectifs sont visés par l'enseignant dans ce devoir : 
+ vérifier fa maîtrise de certains savoir-faire : 
* vérifier la capacité de l'élève à analyser le probléme posé et à proposer une solution 
cohérente ; 
*__ étudier une situation concrète qui servira de support au cours suivant portant sur la résolution 
d'une équation du second degré à une inconnue réelle. 
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Questions destinées aux candidats du CAPLP 


l._ Rédiger un corrigé de ce devoir, en justifiant [a formule donnée pour, et en précisant les savoir- 
faire évalués dans chacune des questions (en annexe 1 figurent les parties I et [1 des programmes 
des baccalauréats professionnels industriels). 


2. Les questions 4 a) et 4 c} ont posé des difficultés à certains élèves, En annexe 2 se trouvent des 
extraits de copies d'élèves. 


2.1. Analyse des réponses à la question 4 a} 


a} Lister les éventuelles erreurs qui figurent dans les extraits de copie. 
b} Déterminer les causes possibles de ces erreurs. 

2.2, Analyse des réponses à la question 4 c) 
c) Lister les éventuelles erreurs qui figurent dans les extraits de copie. 


d) Déterminer les causes possibles de ces érreurs. 


3. Proposer une modification de l'énoncé permettant d'évaluer des compétences relatives aux suites 
numériques. 


4. La lecture des copies montre que certains élèves de cette ciasse, qui ont été scolarisés en lycée 
général ou technologique, savent résoudre me équation du second degré. 


Proposer une organisation de la séquence qui traitera cette notion : 
° en prenant comme situation d'approche celle étudiée dans ce devoir, 
* en tenant compte de l'hétérogénéité des acquis des élèves. 


Exércice 2 


Préciser, en argumentant la réponse, si chacune des propositions ci-dessous est vraie ou si elle est 
fausse, 


Remarque : la réponse « proposition vraie » ou « proposition fausse » non drgumentée he Frapporie 
aucun Point 


Proposition L 


Dans le plan rapporté à un repère orthonormal (G, À, } ), la courbe représentative de la fonction f 


définie sur R par fx) = (x — 3) est l’image, par la translation de vecteur 37 , de la courbe 
représentative de la fonction g définie sur R par gx} = x°. 


Proposition 2 


Soit une fonction f: R——ñR, continue, dérivable, Si la fonction f est paire, alors sa dérivée FA 
est impaire. 


Proposition 3 


Soit une fonction f: R—— R, continue, dérivable. Soient a et à deux nombres réels. Si a < bet 
sta) <  f{b}, alors f est croissante sur l'intervalle [a , 6]. 
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Proposition 4 
Soit une fonction f dérivable sur un intervalle Ja . b[ et sait x un nombre réel de cet intervalle. 


Si Ex) = 0, alors la fonction j admet un extremum au point d’abscisse x. 


Proposition 5 


Soit une fonction / définie sur l'intervalle [0 , 5] par ff) = \x(s — x}. La fonction j'est continue en 0 et 
en 5, donc elle ést dérivable en 0 et 5. 


Exercice 3 
Ces exercice fait appel au langage des probabilités. 


Une société d'autoroute veut tester un nouveau dispositif de « télé-péage » en simulant des passages de 
véhicuies à la barrière de péage. Ces simulations ne prennént pas en compte Pusure du dispositif et 
sont indépendantes les unes des autres. 


Une simulation de passage d'un véhicule comporte deux étapes : 
+ Étape 1 : déclenchement de l'ouverture de la barrière à l’arrivée du véhicule : 


+ Étape 2: si l'étape 1 fonctionne, déclenchement de la fermeture de la barrière après le passage du 
véhicule. 


On note a la probabilité qu'une panne apparaisse à l'étape 1 (a € ]0, 1[). 


Dans le cas où il n’y a pas eu de panne lors de l'étape 1, la probabilité qu’une panne apparaisse à 
l'étape 2 sera notée b (b € ]0, ID). 


Le test consiste à enchaîner des simulations de passages de véhicules tant que le système fonctionne 
sans avoir de panne. 


Pour # entier naturel non nul, on définit trois évènements : 
À,: une panne se produit lors de la première étape de la #-ième simulation. 


B,: la première étape de la #-iême simulation se déroule normalement, mais une panne se produit 
lors de la seconde étape. 


Cr: la n-ième simulation s’est déroulée sans aucune panne. 


l. Calculer en fonction de a et b [a probabilité des événements A,, B,, C1. 


2. Représenter (à l’aide d’un arbre par exemple} tous les événements pouvant survenir à l’issue d’au 
Plus deux simulations de passage. Calculer la probabilité de ces événements. 


3. Calculer, en fonction de n, a et &, là probabilité des événements A. Bet C,. 


4. a) On considère la suite {4} définie pour tout # € N° par a, = (1 —@) (1 - B} où « et B sont deux 
nombres réels strictement positifs et strictement inférieurs à [. 
Montrer que la suite (2,) est Convergente et calculer sa limite. 


b) Quelle conclusion peut-on en tirer en ce qui concérne le test étudié ? 
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Exercice 4 


Dons cet exercice on leste la méthode d'Euler sur des portions de courbe de fonctions connues afin 
d'apprécier la qualité des approximations obtenues. 


On sait qu’une fonction dérivable sur un intervalle | est entièrement définie sur I par sa fonction 
dérivée et l'image d'un nombre réel de intervalle E. 


Soit fune fonction d’une variable réelle, dérivable sur un intervalle {& ,b] où a et 8 sont deux nombres 
réels. La méthode d'Euler permet d’approcher sa courbe représentative € à l'aide d’une ligne brisée 
représentative d’une fonction affine par morceaux continue sur l'intervalle [a ,b]. 

Ayant choisi un pas À, on construit la suite des points M, {x, , y.), définis par : 


Fe =a pe = f{a) 


(1) . 
Vau … Yy +h.f (x,) 


(LB tant que X, est dans l'intervalle [a 6]. 
#4 — x, + h 


H suffit alors de joindre les pomts successifs de cette suite par des segments de droite. 


Partie I : La fonction « carré » 


L'objet de cette partie du problème est de tester la méthode d’Euler sur la portion € de parabole, 
courbe représemiative de la fonction f définie sur l'intervalle [O, i] par f(x) = x°. 


On sait que la fonction f'est aussi définie par le système : 


f(0)=0 
Vire [0,1], 7 x) = 2x. 


1.Tracer les approximations de la courbe C obtenues sur l'intervalle [0,1] : 


1.1. avec un pas k = 0,25. 
1.2. avec un pas h = 0,1. 


Préciser pour chaque pas, dans un tableau, les coordonnées des points M, (x, , p,) utilisés dans la 
construction. 
Décrire brièvement l’utilisation de La calculatrice pour mener à bien les calculs {table ou tableur). 


- l 
2. Soit , un entier naturel non nul. Om prend pour pas : 4=—. 


N, 
La suite des points M, (x, . y,) est alors définie pour n de O à M,. 


2.1. Déterminer en fonction de 7 les coordonnées du point M, (x, , y,), pour # de 0 à N,. 


ee n ñ 
2.2, Prouver que l’approximation obtenue pour f{-—) est y. = x° -— 
0 ë 
2.3. Comment faut-il choisir le pas pour que l'erreur obtenue sur f (1) soit inférieure ou égale a 


| 9 
LO00 
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Partie ET ; La fonction « inverse » 


l 
En appliquant la méthode d’Euter sur l'intervatle [1,2], avec Un pas À = A . On peut obtenir une 
û 


l 
" 
L'objet de cette partie est de majorer erreur commise sur le calcul de g{2} par cette approximation. 


approximation de la fonction g définie sur l'intervalle [1 2} par gr} = 


Le fonction g est aussi définie par le système : 


gl)=1 


vrefl2],g6=- 
X 


Î. Montrer que le point M, {x, , y}, pour tout n de I à N, . a ici pour ordonnée : 


n-| I 
NP A NS 
, Dpt 


2. L’approximation (A) obtenue ici pour g{2) est donc : 


LE I 


A TN 
a 7% ° is (MN +k) 


#1 ] 


» i 
D «2 Î La. 
4-0 (+ À) a * 


En utilisant un encadrement de l'intégrale {, qui fasse intervenir $, , puis en calculant {a valeur 


On pose : S — 


de {,, établir que : 


En déduire une majoration de l’erreur obtenue sur g(2) par l'approximation (A). 


] 
000 


Indiquer une valeur du pas telle que l’erreur cbtenue sur g{2) soit inférieure ou égale à 


Partie LIL : La fonction exponentictie 


En appliquant la méthode d'Euler on peut approcher la courbe représentative de Ja fonction 
exponentielle sur l'intervalle [0,1], définie ici par le système : 
æ(0}=i 
Vxe[0.1], ox) = (x) 
On a donc : p'{0) =1. 


La fonction dérivée de @ n’est pas Supposée connue dans ce ças : pour calculer la valeur approchée 
Vu de px.) on remplace ’{x,) par la valeur approchée }, de g{x,) obtenue au rang n. 


On suppose connu le nombre e = el). 
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] 
On utilise pour pas : À = FE Montrer que le point M, {x, , y,} à pour ordonnée, pour tout entier 
Û 


ndelà 4W,: 


En utilisant la calculatrice déterminer une valeur du pas telle que l'erreur obtenue sur ke nombre 
e = @(i) soit inférieure ou égale à To Expliciter la méthode employée. 


Annexe | 


Extraits de programmes des baccalauréats professionnels industriels 


1 - ACTIVITÉS NUMÉRIQUES ET GRAPHIQUES 


La résolution de problèmes, issus de la géométrie, de l'étude des fonctions, des autres disciplines et de 
la vie couranie constitue l’objectif fondamental de cette partie du programme. On dégagera sur les 
exemples étudiés les différentes phases de la résolution d’un problème : 


+ analyse de l'énoncé conduisant au choix de la méthode, si elle n’est pas imposée : 
* mise en oeuvre de la méthode {résolution} et contrôle des différentes étapes ; 
* vérification, exploitation et présentation des résultats, 


Dans cette perspective, Il convient de répartir les activités tout au long de l’année et d'éviter toute 
révision systénatique à priori. Les travaux s’articulent suivant trois axes : 


+ consolider les techniques élémentaires de calcul ; 


* consolider la pratique conjointe du calcul littéral et du calcul numérique, en relation étraite 
avec l'étude des fonctions : 


* poursuivre l'étude des équations et inéquations à une inconnue et des systèmes linéaires 
d'équations ét d’inéquations. 


[ convient d'exploiter conjointement les aspects graphiques, numériques et algébriques, ainsi que 
l'étude de variations de fonctions ; les activités doivent combiner les expérimentations graphiques et 
numériques, avec les justifications adéquates. Pour toutes ces questions, la calculatrice est un outil 
efficace. Il convient d'exploiter également les possibilités de l'outit informatique. 


a) Suites arithmétiques et géométriques Il s’agit de consolider les acquis antérieurs. 


Notation 2. L'objectif est de familiariser les élèves avec la 
| description de situations simples conduisant à des suites 
Expression du terme de rang r. . Jarithmétiques ou géométriques. 


Somme des £ premiers termes. 


b} Polynômes du second degré L'existence de solutions est à mettre en évidence d’une 

part graphiquement, d'autre part algébriquement, à 
Résolution algébrique de l'équation du| partir d'exemples où les coefficients sont 
second degré. numériquement fixés. L'élève doit savoir utiliser les 


, : formules de résolution ; ces formules sont admises, 
Factorisation d'un polynôme du second 


degré. 


Champ des activités 


Exemples d'étude de situations conduisant à des suites 
arithmétiques ou géométriques. 


Résolution algébrique d'une équation du second degré. Le recours aux formules générales est à éviter 
si la factorisation est donnée ou immédiate. 
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Exemples d'étude de situations conduisant à une équation | La résolution d'une  inéquation peut 

ou une inéquation à une inconnue. s'effectuer graphiquement ou en utilisant un 
tableau de signes ; si le degré excède deux, 
des indications doivent être fourmies. 


Résolutions graphique et algébrique d’un système linéaire 
de deux équations à deux inconnues. 


Exemples d'étude de situations conduisant à des systèmes 
linéatres d'équations ou d’inéquations à deux inconnues à 
coéfficients numériquement fixés. 


II - ACTIVITÉS GÉOMÉTRIQUES 


Mettant en oeuvre les connaissances de géométrie ou de trigonométrie du programme de BEP, cette 
partie ne comporte que la rubrique * Champ des activités ". En outre, elles peuvent constituer un 
support pour les notions nouvelles du programme. 


Champ des activités 


Exemples d'étude de problèmes liés à la] Toutes les indications utiles doivent être fournies. 
profession, faisant intervenir dans le plan des 
constructions géométriques de configurations 
simples, des transformations géométriques 
(symétrie axiale, symétrie centrale, translation} ou 
conduisant à des calculs simples de distances, 
d’angles, d’aires. 


Exemples d'étude de solides usuels conduisant à | Toutes les indications utiles doivent être fournies. 
l’utilisation de sections planes ou à des calculs de 


distances, d’angles, d'aires ou de volumes. 


Elève C, 


4- a) 

AAB1C 1) - A(AB:C2) = 30 — 25,39 = 4,6! m° 
A(AB:C) - AABiC:) = 25,39 — 21,17 = 4,22 m° 

La variation n'est pas la même alors je ne sais pas faire. 


4- c} 

Pour prouver que À, peut être égale à 10 m°, il faut résoudre : 
10 = 0,192 #° — 4,8 n + 30 
0=0,192 n° — 4,8 n + 20 
A = 4,8 -4 x 0,192 x 20 = 7,68. 

Deux solutions : 


4 17,68 4.8 — 6 

LEBHYLEE on à mn VER 5 07 
2x 0,192 2*0,192 

Elève D. 

d- a) 

À chaque tour, la hauteur diminue de 0,8 m. On peut écrire : 

10-nx08-=0 

10 = n x 08 

n— , =125 doncn<13. 

À- c) 


0,192 n° - 4,8 n + 30 = 10 
0,192 #7 — 4,8 n + 20 = 0 


A = -4,8 4 x 0,192 x 20 = — 38,4 donc il n'y a pas de solution. 
Elève E. 


4- a} 
Pas de réponse. 


ä- c) 

Non, nous ne pouvons pas obtenir une aire égale à 10 m° pour la surface de la voile, car il faudrait que 
la voile de base soit un triangle isocèle, ce qui n'est pas le cas. 

Pour calculer la valeur de » pour l'obtention de l'aire la plus proche de 10 m°, je me sers de {a formule 
suivante : 


bxh 
À, = = — 
2 2 
Je pars du principe que mon triangle rectangle est isocèle 
2 
donc 10= — 
2 
a° = 20 


a = 20 


La valeur me permettant d'obtenir 10 m° est 4/20 soit 4,47 m. 
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2B81-47 


repère à reporter sur la copie 


SESSION DE 2006 


CA/PLP 


CONCOURS INTERNE 


Section : MATHÉMATIQUES - SCIENCES PHYSIQUES 


COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 


Durée : 4 heures 


Calculatrice électronique de poche, y compris programmable, alphanumérique ou à écran graphique, 
à fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément à la circulaire n° 99-186 du 
16 novembre 1999. 


L'usage de tout document et de tout autre matériel électronique est rigoureusement interdit. 


Dans le cas où un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il le signale très lisiblement 
dans sa copie, propose la correction et poursuit l'épreuve en conséquence. 


Le sujet est constitué de quatre exercices : 


— Le premier exercice, de nature pédagogique, a pour objet l’étude d’une situation en statistique dans 
une classe de baccalauréat professionnel industriel. 


— Le deuxième exercice a pour but d'étudier la convergence de séries numériques. 

— Le troisième exercice étudie une configuration géométrique par deux méthodes. 

— Le quatrième exercice a pour objet de résoudre une équation numérique par plusieurs méthodes. 

La clarté et la précision des raisonnements, la qualité de la rédaction interviendront pour une part 


importante dans l'appréciation des copies, ainsi que, dans les parties concernées, le savoir-faire pédagogique 
et l'intervention de méthodes en conformité avec les programmes en vigueur dans les lycées professionnels. 


Ce sujet contient 7 pages avec l’annexe en page 7. 


NB. : Hormis l’en-tête détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe 
d’anonymat, comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui 
vous est demandé comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devez 
impérativement vous abstenir de signer ou de l'identifier. 


Exercice À 


Voici une situation pouvant être utilisée en classe de baccalauréat professionnel industriel, 
pour une évaluation. 


présent dans l'air, relevées dans une ville durant six années consécutives. 


rang de l'année x; 1 2 3 4 bn] 6 
moyenne annuelle y; | 6,6 Fi si) 4,4 2,2 PA 


En annexe page 7/7 se trouvent les programmes de statistique des classes de baccalauréat 
professionnel industriel. 


Partie 1 


En utilisant la situation décrite ci-dessus, proposer l'énoncé d’un exercice pouvant figurer 
dans un sujet de baccalauréat professionnel industriel dans lequel les candidats doivent : 


s tracer une droite d’ajustement d’un nuage de points ; 


e utiliser cette droite pour effectuer une prévision. 
Partie II 


Proposer une séquence de formation, en classe de baccalauréat professionnel industriel, 
concernant les statistiques à deux variables et portant sur la partie « exemples d’étude 
d’ajustement affine » figurant en annexe dans le champ des activités. 


e Indiquer les prérequis nécessaires et l’endroit de la séquence où ces prérequis 
interviennent. 


e Faire apparaître l’organisation prévue en indiquant ce que fait le professeur, ce que 
font les élèves et leurs modes de travail. Justifier la pertinence des modes de travail 
envisagés. 


e Indiquer les outils utilisés par les élèves et la plus value pédagogique apportée par 
l’utilisation de ces outils. 


Partie IL 


1. La méthode dite « des moindres carrés » permet de calculer le coefficient directeur a 
et l’ordonnée à l’origine b d’une droite d’ajustement (D) d’un nuage de points. 


Pour la situation décrite en début d’exercice, on note À le point de coordonnées (x:,7:) 


et P; le point de (D) d’abscisse x;. Les nombres a et b cherchés sont les réels qui 
rendent minimale la somme S(a,b) des carrés des distances M,P.. 
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| 
| 
| 
| 
| 
: 
j 
Î 


a) Donner l’expression de S(a,b) en fonction de a, b, x; et y:. 


En tout point de R?, S(a,b) admet une dérivée partielle d’ordre un par rapport à a et 
une dérivée partielle d’ordre un par rapport à b. 


On admet que le minimum de S(a,b) est obtenu lorsque les deux dérivées partielles 


9S àS 
PASS te ; n 
a be FAC b) sont nulles 


6 6 
b) Montrer que > y; =6b+a x: 


i=] is} 
c) Démontrer que le point moyen G( x . y ) du nuage de points appartient à la 
droite d’ajustement. 


6 6 : : 
d) Montrer que > xy;=b > x;+a 7 a. 


il ii js 


e) En déduire les nombres a et b pour lesquels S(a,b) est minimale. 


2. Comparer avec l'équation de la droite d’ajustement obtenue en utilisant une 
calculatrice en mode statistique. Conclure. 


Exercice 2 
Le but de cet exercice est l'étude de séries numériques. 
Partie I : Étude de la convergence d’une série numérique. 


à : —. 1 + 
On considère la série de terme général u, =-—(7 € N ). 
rl 


an 1 
1. a) Pour un nombre entier m1 supérieur à 1, comparer ) — et Î — dx. 
Ï 


k=1 
m1 


b) Trouver un nombre entier m tel que ) — >1000. 
k=1 
2. La série numérique étudiée converge-t-elle ? 


Partie II : Étude de la convergence et calcul de la somme de deux séries numériques. 


1. On considère la série de terme général w, = . pour #7 nombre entier strictement 
PUR — 


supérieur à 1. 


a) Trouver deux nombres réels a et b tels que, pour tout nombre entier n strictement 
1 a b 
la + . 
n(ñn-1) n n-1 


supérieur à 1, on ait: 


LE 


a 1 + 
rt) 


b) Calculer alors la valeur de 
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c) En déduire que la série étudiée est convergente et calculer sa somme. 


On considère la série de terme général w, = pour # nombre entier strictement 


a 
n(n — 1) 


supérieur à 1. 


En reprenant la même démarche que celle utilisée à la question précédente, montrer la 
convergence de cette série et calculer sa somme. 


Exercice 3 


On se place dans un plan affine euclidien orienté. 


ABC est un triangle équilatéral direct (CAB AC) = 4) de centre de gravité G. 


Le point J est le milieu du segment [ABT, le point 4’ est le symétrique du point C par rapport 


au point Z, et s est la similitude directe de centre C, d’angle Æ et de rapport 3. 


À: 


6 
Déterminer l’image du point 4 et celle du point G par s, puis construire, en justifiant 
la construction, le point 8’ image du point B par s. 


On note J/ le milieu du segment [4°’B°]. Prouver que les points C, B et J sont alignés. 
Prouver que le point B est le milieu du segment [AB?]. 


On souhaite redémontrer les résultats précédents en utilisant les nombres complexes. 
: nr + 
On se place pour cela chez le repère orthonormé direct (Z, 1B , v). 
a) Les points 4, B, Cet À’ ont respectivement pour affixe z, ,2,,2Zc et z4. 
Donner z, et z, puis déterminer z. et z,.. 


b) Déterminer l’écriture complexe de la similitude directe s et en déduire l’affixe 
du point 2”, puis celle du point J. 


c) En déduire que le point B est le milieu du segment [AB”] et que les points C, B 
et J sont alignés. 
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Exercice 4 


Léonard de Pise, dit Fibonacci, mathématicien italien du XI siècle, rapporte dans son 
ouvrage Flos, publié en 1225, un problème que lui a soumis Jean de Palerme. Il s'agit de 
résoudre l'équation du troisième degré : x? + 2x? + 10x = 20. 

L'exercice ci-dessous explore diverses méthodes de résolution de cette équation. 


Soit f la fonction de la variable réelle x, définie par f(x) = x° + 2x? + 10x — 20. 
On note f''et f ” respectivement la dérivée première et la dérivée seconde de la fonction f et 


C sa courbe représentative dans un plan rapporté à un repère (O,f, j). 
On note (E) l’équation x + 2x2 + 10x — 20 = 0. 


Partie I : Détermination d’un encadrement de la solution réelle positive de (E). 


1. a) Étudier les variations de la fonction jf. 


b) Montrer que l’équation (E) admet une solution réelle positive unique que l’on 
notera a. 


c) Encadrer le nombre réel a par deux nombres entiers consécutifs. On peut donc 
affirmer que a n’est pas un nombre entier. 


2. Expliciter une méthode permettant d’obtenir un encadrement du nombre réel a, 
d’amplitude 107. 


Partie II. Détermination d’une valeur approchée de a, solution réelle positive de (E), par la 
méthode dite de Newton. 


Soit x,= 2 et 4, le point de coordonnées (x,, f(x,)). On note (To) la tangente à la courbe 
C; en 4o. On désigne par x, l’abscisse de M, point d’intersection de (70) avec l’axe des 
abscisses. On réitère la même opération en considérant x, au lieu de x, : on définit ainsi 
un réel x,, puis de proche en proche une suite réelle (x,) 


neN 


1. Pour tout nombre entier ñ > 0, déterminer x, en fonction de x,.1. 


2. Donner, sans justification, une valeur approchée à 10° près de x;, pour i = 1,2, 3,4 
(on pourra s’aider d’une calculatrice). 
3. Soit h, la fonction définie, pour x appartenant à l’intervalle [1, 2], par h (x) = x — 10 


LG) 


On note h' la fonction dérivée de la fonction h sur le même intervalle. 
a) Calculer h'(x). 


b) Montrer que, sur l’intervalle [1, 2], les fonctions 7, f ’, "sont strictement 
croissantes. 

. 16 

En déduire que pour tout x de l’intervalle [1, 2]: \ñ (x } = (5) ; 
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c) En déduire que pour tout x de l’intervalle [1, 2] : 
_(16Y 
O0 <|h(x)-A(a)<|— | x 4]. 
LOTO) (5) x — al 
4, Montrer que la suite (x,) converge vers a. 


5. Trouver un nombre entier », tel que pour tout nombre entier n2n, on ait 


fx, al <10*. 


Partie LIL. Détermination de la valeur exacte de a, solution réelle positive de (E), par la 
méthode de Cardan. 


1. On pose x = X + h. Déterminer les nombres rationnels k, p, q tels que l’équation (E) 
s’écrive sous la forme X° + pX + g = 0. On note (E’) cette nouvelle équation. 


2. a) On note A l’unique solution réelle de l’équation (E*). Montrer l'existence de deux 
nombres réels y et v tels que À = u + v et 3uv =—p. 


b) On note U = 1 et V = v. Montrer que, dans ces conditions, U et V sont les 
3 


solutions de l'équation Y? + qY- _ 0. 


Établir la formule de Cardan : 


G3 


4. En déduire a. 
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Annexe 


Extraits de programmes des baccalauréats professionnels industriels 


IV — ACTIVITÉS STATISTIQUES 


La lecture, l'interprétation et la réalisation de tableaux et de graphiques ont fait l'objet d'activités 
en BEP. De nouvelles situations, issues en particulier du domaine technologique et de la vie 
économique et sociale, servent de support à la pratique de la démarche statistique en tirant parti 
des possibilités offertes par les outils tels que la calculatrice ou l'ordinateur. 


a) Série statistique à une variable 


Paramètres de position et de dispersion : Cette partie complète les notions déjà 
médiane, étendue. acquises en BEP où moyenne et écart-type 
Modes d’une distribution. ont été introduits. 


b) Séries statistiques à deux variables 
Tableaux d'effectifs, nuages de points associés, 


point moyen. 

Champ des activités 
Lecture et exploitation de données statistiques Le module graphique lié à un tableur permet de 
mises sous forme de tableaux ou de diagrammes faire des travaux efficaces dans ce domaine. 
d'effectifs ou de fréquences ; exemples de Certaines situations peuvent conduire à la 
distribution unimodale ou bimodale, calcul et recherche d'autres caractéristiques de position ou 
interprétation des paramètres, emploi de tels de dispersion mais aucune connaissance n'est 


indicateurs pour comparer des séries statistiques, exigible à ce sujet en mathématiques. 

pertinence des indicateurs retenus par rapport à la 

situation étudiée. 

Représentation graphique par un nuage de points, 

détermination de son point moyen. 

Exemples simples d’étude d’ajustement affine. Pour un ajustement affine, toutes les indications 
utiles sont fournies. La corrélation linéaire n'est 
pas au programme. 
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2B91-61 


Repère à reporter sur la copie 


SESSION DE 2007 


CA/PLP 


Section : MATHÉMATIQUES - SCIENCES PHYSIQUES 


| COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES | 


Durée : 4 heures 


Calculatrice électronique de poche — y compris programmable, alphanumérique ou à écran graphique -, 
à fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément à la circulaire n° 99-186 du 
16 novembre 1999, 


L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique est 
rigoureusement interdit. 


Le sujet est constitué de quatre exercices indépendants. 
Le premier exercice a pour but de tester quelques savoir-faire mathématiques. 


Le deuxième exercice, de nature pédagogique, a pour objet l’étude d’une situation en géométrie dans 
l’espace au niveau du baccalauréat professionnel. 


Le troisième exercice a pour objet d’établir la formule de Stirling. 


Le quatrième exercice a pour but d’étudier quelques propriétés géométriques d’une inversion du plan affine 
euclidien. 


La clarté et la précision des raisonnements, la qualité de la rédaction, interviendront pour une part importante 
dans l’appréciation des copies, ainsi que, dans la partie concernée, le savoir-faire pédagogique et 
l'intervention des méthodes en conformité avec les programmes en vigueur dans les lycées professionnels. 


Dans le cas où un(e) candidat(e) repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, il (elle) le signale 
très lisiblement dans sa copie, propose la correction et poursuit l'épreuve en conséquence. 


N.B.: Hormis l’en-tête détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe 
d’anonymat, comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous 
est demandé comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devez impérativement vous 
abstenir de signer ou de l'identifier. 


Exercice 1 


Les questions de cet exercice sont indépendantes. 


1. Préciser si la proposition suivante est vraie ou est fausse en justifiant la réponse : 
Pour tout couple (z, z°) de nombres complexes on a : 
(+77 =0)= (z=0 et z° = 0). 
2. Soit n un nombre entier naturel non nul. 
Établir une condition nécessaire et suffisante pour que la somme de n entiers consécutifs 


soit un multiple de n. 


pour tout nombre entier naturel n : u,,, =3u,,, -2u, 


? 


3. Soit la suite (u,) définie par : 
avec u, = 0 et , =1. 


Montrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n, u,=2"- 1. 


4. Une pièce automobile fabriquée en très grande série présente au plus deux défauts codés & 
et P. 
Le service chargé du contrôle de qualité donne les éléments suivants. Dans un lot de 


10 000 pièces, on a constaté que : 
e 90 pièces présentaient au moins le défaut a, 
e 80 pièces présentaient au moins le défaut G, 


° 30 pièces présentaient à la fois le défaut & et le défaut B. 


On prélève, au hasard, une de ces 10 000 pièces. Chaque pièce a la même probabilité 
d’être prélevée. 

On note A l'évènement «la pièce prélevée présente au moins le défaut &», et B 
l’évènement « la pièce prélevée présente au moins le défaut B ». 


a. Quelle est la probabilité que la pièce prélevée ne présente aucun défaut ? 


b. Les évènements A et B sont-ils indépendants ? 
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Exercice 2 


Le thème de cet exercice pédagogique est la géométrie dans l'espace. 
Des extraits des programmes de mathématiques se trouvent en annexe pages 9 et 10. 


Afin de préparer des élèves à leur examen, un professeur leur donne le problème ci-dessous 
tiré d’une épreuve de baccalauréat professionnel. 


La 


Enoncé du problème donné aux élèves 


Lors d’une exposition d’art contemporain, il est prévu d’installer un panneau 
triangulaire, dans une salle qui a la forme d’un parallélépipède rectangle ABCDEFGH : 


où AB=7m AE=4m AD=12m 


L’espace est rapporté à un repère orthonormé (A, M à À) représenté en perspective 


cavalière ci-dessous. 

Les segments [AB], [AD] et [AE] ont pour support respectivement l’axe des abscisses 
l’axe des ordonnées et l’axe des cotes. 

Soit I le point de coordonnées (7:9;4). 


, 


Figure 1 


Le panneau de forme triangulaire est représenté par le triangle ICH. 


1) Placer le point I sur la figure 1. 
2) Lire et noter les coordonnées de C, de G et de H. 
3) Tracer le triangle ICH sur la figure 1. 


4) Déterminer, d’après la figure 1, les longueurs des segments [GC], [GI], [GH]. 


5) Calculer les coordonnées des vecteurs IC : IH, CH. 
6) Calculer les longueurs des segments [IC], [IH], [CH]. 


Exprimer, en mètres, les résultats à 0,01 près. 
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Questions aux candidats du CAPLP 


1. Donner les résultats des questions 5 et 6 du problème donné aux élèves. 


2. Lors de la correction en classe et après observation de la figure 1, deux élèves 


interviennent : 


a. Le premier dit : « Les points B, I, H me semblent alignés ». 


b. Le deuxième réplique : « Pas du tout, l’angle BIH est droit ». 


Pour chaque élève, élaborer une réponse argumentée, qui repère et corrige les 
éventuelles erreurs. Les réponses fournies doivent être accessibles aux élèves de 


baccalauréat professionnel. 


3. Après cette discussion, on pose le problème suivant : existe-t-il un point J du segment 
[FG] tel que la droite (BJ) soit perpendiculaire au plan CJIH ? 
Détailler les questions permettant aux élèves de répondre à ce problème, puis rédiger 


le corrigé correspondant. 


Exercice 3 


L'objet de cet exercice est d'établir la formule de Stirling qui donne un ordre de grandeur 


de n ! lorsque n tend vers +0. 


On rappelle que si (x,) et (v,) sont deux suites de nombres réels non nuls, on dit que , est 


£ : N . F u 
équivalent à v, lorsque n tend vers + si le quotient = tend vers 1 lorsque n tend vers + co. 
V 


n 


Partie A 


Cette partie porte sur l'étude des intégrales de Wallis. 


Soit /, l’intégrale définie, pour tout nombre entier naturel n, par : 
1,= [7 sin”x dr. 
0 
1. Calculer 2 et Z1. 


2. Justifier que, pour tout nombre entier naturel n, Z, z 0 et 1,,, <1,. 


n+] 
3. Établir la relation de récurrence suivante valable pour tout nombre entier naturel n > 1 : 
nl=(n= De. 
On pourra utiliser une intégration par parties. 


4. Montrer que la suite (77,1, ,).., est constante. Quelle est la valeur de cette constante ? 
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5. Montrer que pour tout nombre entier naturel » non nul : 


RP AA R 


NÉE da 


n- 


| u Là 
6. En déduire que 7,,1,, et re sont équivalents lorsque n tend vers +oo. 
n 


7. Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, L,, = 


Partie B 
Cette partie porte sur l'étude d'une fonction. 


Soit f la fonction de la variable réelle x définie sur l’intervalle ] —1 ; 1 [ par : 


(= nf) si x #0, 


2x \1-x 
f(0)=1. 
1. Montrer que la fonction f'est paire. 
2. Montrer que la fonction f'est continue en 0. 


3. Prouver que pour tout nombre réel x de l’intervalle ] 0 ; 1 [: 


On admettra pour la suite de l’exercice que pour tout nombre réel x de l’intervalle TOR 


3 3 
244 < [x 27 5x DRE Su 


Partie C 


Cette partie permet d'aboutir à la formule de Stirling. 


On considère la suite de nombres réels de terme général w, définie pour tout nombre entier 
naturel # non nul par : 
(+3) 
- S 
u,=nle"n ; 


u, 


1. Montrer que, si on pose p = , on obtient : In = f(p)-1. 
2n + 1 U,,; 
2. En déduire que pour tout nombre entier naturel # non nul : 
T1 me gros 
3(2n+1) Ce l2n(n+1) 
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puis que : 


PR < fa < et 
12(n+1)(n+2) u l2n(n+1) 


n+] 


3. Soient les suites (v,):>1 et (Wn)y>1 définies pour tout nombre entier naturel # non nul par : 
1 


1 
n =] mn) == et LE | n) —-— , 
vais PRG) TT 


12n 
Montrer que les suites (v,),1 et (W»),>1 Sont adjacentes. 


On notera Ÿ leur limite commune lorsque » tend vers +0. 


1 
n+= 
4. Justifier que n ! est équivalent à tel à lorsque n tend vers +. 


5. En déduire que e‘ = 2x. On pourra utiliser les questions 6 et 7 de la partie A. 


Exercice 4 


On note P le plan rapporté à un repère orthonormé direct (o, 1, v) : 


On note P* le plan P privé de l’origine O et C* l’ensemble des nombres complexes non nuls. 
À tout point M du plan P de coordonnées (x, y), on associe son affixe z = x + i y. 


On note f l’application de C” dans C° qui à tout nombre complexe z associe le complexe 7° 
Ne LE 
défini par z'= f(z)=— , où k est un nombre réel non nul. 


On note 7 l’application de P* dans P* qui à tout point M d’affixe z associe le point M° = 7 (M) 
k 


d’affixe z'= f(z)=- 
L'application J est appelée inversion de centre O et de puissance k. 
Un cercle (ou une droite) passant par le point O, mais privé(e) du point O, sera par la suite 


également dénommé(e) cercle (respectivement droite). 


L Quelques généralités. 


1. Exprimer la longueur OM” en fonction de la longueur OM. 

2. Montrer que les points O, M et M° sont alignés et que le produit scalaire OM-OM'est 
égal à k. 

3. Déterminer, en fonction du nombre réel non nul k, la nature de l’ensemble des points M 


de P* invariants par l’application Z. 
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4. Vérifier que l’inversion / est involutive, c’est-à-dire que 7 °7 = Id, où Id est l’application 
identité du plan. 


5. Déterminer l’image par l’application 7 du cercle de centre O et de rayon r > 0. 


EL. Image par l’inversion Z d’un cercle passant par le point ©. 
Soit C un cercle de centre (2 (d’affixe æ Z 0 ) et de rayon r > 0, passant par le point O. 
On note H le point du cercle C diamétralement opposé au point O. 


On note H° l’image du point H par l’inversion 7 et on note D la droite passant par le point H° 
orthogonale à la droite (OH). 


Soit M un point du cercle C différent du point O et du point H. 
Soit N le point d’intersection des droites (OM) et D. 


1. On suppose k<0. 
a. Cas particulier . 
Faire une figure faisant apparaître le cercle C, les points H, H”, M, N ainsi que la 
droite D), dans le cas particulier où © =4+31 et k=-30. 
b. Cas général avec k < 0. 
1. Justifier que les triangles OMH et OH°N sont semblables. 
ii. En déduire que le point N est l’image du point M par l’inversion . 


11. Quelle est l’image du cercle C par l’inversion 7 ? 
2. On suppose k > 0. Quelle est la nature de l’image du cercle C par l’inversion 7 ? 


IL Image par l’inversion Z d’un cercle ne passant pas par le point O. 

Soit C un cercle de centre Q (d’affixe «) et de rayon r > 0, ne passant pas par le point O. 
Soient M un point de P” d’affixe z et M’ son image par l’inversion /. 

On note =’ l’affixe du point M’. 


1. Démontrer que : 
MeC&zz-027-wz=r -@0. 


2. En déduire que l’image du cercle C par l’inversion 7 est un cercle C’ ne passant pas par 


le point O. 


21 


3. Justifier que le cercle C” est aussi l’image du cercle C par une homothétie de centre O. 
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ANNEXE 


Extrait des programmes de BEP 


5) Etude expérimentale de “droites et de plans « de ÎLes objets usuels étudiés ‘dans les classes ar antérieures 
l'espace : observation de solides usuels dans le but de | (cube, parallélépipède rectangle, prisme droit, 
préciser des positions relatives et en particulier de pyramide, sphère, cylindre et cône de révolution) 
‘mettre en évidence des situations de parallélisme et | constituent un terrain privilégié pour les activités. 
 d'orthogonalité de deux droites, d'une droite et d'un | 


ik 
plan, de deux plans. | L'objectif n'est pas de mettre en place des résultats | 


théoriques mais de familiariser les élèves avec des 
onfigurations courantes. 


6) Description d de “solides usuels en utilisant des 


: La recherche de sections planes de “solides doit se se 


projections orthogonales, sections planes, limiter à des cas très simples ; elle permettra de | 
développement. | préciser la forme du solide dans l'espace et sera le 1 


| Support d'activités numériques. Les élèves seront alors 
|amenés à choisir certaines sections planes de solides 
mais, pour les travaux non encadrés par le professeur, ! 
| les "plans de coupe" seront indiqués. I 
| | 
|Les activités exploiteront conjointement des maquettes | 
| Rs objets étudiés et des représentations de ces objets | 
| effectuées, selon les problèmes posés, à main levée ou | 
à l'aide des instruments de dessin. | 


FD. Exemples de calculs de distances. d' angles. d'a aires et | Les formules donnant les aires et volumes des solides | 
‘de volumes dans les configurations usuelles du plan et usuels sont admises. { 
de l'espace. | | 
| Des activités expérimentales dégageront l'effet d'un | 
agrandissement ou d'une réduction sur les longueurs, | 
iles aires et les volumes. 


Extrait des programmes de baccalauréat professionnel 


III — ACTIVITÉS GÉOMÉTRIQUES 


Mettant en oeuvre les connaissances de géométrie ou de trigonométrie du programme de BEP, cette partie ne 


comporte que la rubrique " Champ des activités ". En outre, elles peuvent constituer un support pour les notions 
nouvelles du programme. 


Champ des activités 


Exemples d'étude de problèmes liés à la profession, 
faisant intervenir dans le plan des constructions | 

:géométriques de configurations simples, des | 
transformations géométriques (symétrie axiale, symétrie | 
centrale, translation) ou conduisant à des calculs simples 
de distances, d'angles, d'aires. 


{ 
î 
h 
fl 


Exemples d'étude de solides usuels conduisant à | Toutes les indications utiles doivent être fournies. | 
l'utilisation de sections planes ou à des calculs de { 
distances, d'angles, d'aires ou de volumes. 
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VI - TRIGONOMÉTRIE, GÉOMÉTRIE, VECTEURS 


Cette partie du programme permet d'aborder des notions de trigonométrie et de géométrie, notamment 
vectorielle, du plan et de l'espace, qui dépasse le cadre d'un tronc commun. La partie "Géométrie dans le plan" 
constitue un approfondissement de notions vues en BEP et donne lieu à un champ d'activités nouvelles où 
l'exploitation de situations du domaine professionnel est développé avec intérêt. 


La partie "Géométrie dans l'espace" permet d'aborder des notions vectorielles simples et est l'occasion d'activités 
de recherche et de représentation débouchant sur l'utilisation de l'outil vectoriel dans l'espace. 


2 —- Géométrie dans l'espace 


3 ee neme PART ner de Sue Et rer ramener RE nn an ETES FE proper ere riad annanns a ur } 
a) Repérage d'un point dans l'espace : repères ul Î 
orthonormaux, coordonnées cartésiennes d'un point. il 


:b) Coordonnées d'un vecteur dans un repère orthonormal. | L'extension à l'espace de l'expression des propriétés | 
! || des vecteurs du plan se fait de façon intuitive. 


ÎÏ 
4 


I 
I 
(L 


c) Expression analytique du produit scalaire de deux L'extension à l'espace de l'expression du produit | 


vecteurs, norme d'un vecteur dans un repère orth ire et de ses propriétés es Ï 


amp des activités 


A 


‘extension à l'espace de la condition d'orthogonalité | 
deux vecteurs se fait intuitive | 


Î 


Ex mples de calculs de distances, d'angles dans des 
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EN IS SET PART, ET D. 


ÉRA Ra 


nn 


Tis Ds +350 © su (hr dis N'a 1% 


Exercice 1 


dE. 


La proposition est fausse puisque si on prend les nombres complexes z = 1 et z/ — 4, on a bien 2? + 2/2 —0 
alors que l’on n’a pas z = 0. 


. Soient p,p+1,--.,p+n—1n entiers consécutifs. 


— 1 2 —1 —.1 

en ommennne DRpene ll) pm De = . 
2 2 2 

n—1 


Pour que cette somme soit un multiple entier de n, il faut et il suffit que p+ soit un entier, c’est-à-dire 


1 
— k équivaut à n = 2k + 1, alors la somme de n entiers consécutifs 


n : : : nm — 
que soit un entier. Puisque 


est un multiple de n si, et seulement si, n est un entier impair. 


. Posons P (n) la propriété: "u, = 2" — 1". Vérifions que la propriété P est vraie pour tout entier naturel 


par une récurrence double: 


e aux rangs n — Oet n — 1, on a bien up — 2° — 1 et uy — 2! — 1. Ainsi, la propriété P est vraie aux 
rangs 0 et 1. 


e Si on suppose que la propriété P est vraie aux rangs n et n + 1, où n est un entier naturel fixé, alors : 


Un+2 = SUn+1 — 2Un 

= 3x (211) -2(2" 1) 
SP ON RES D DER 
= 2x2 9022] 


Ainsi, si la propriété P est vraie à deux rangs consécutifs, alors elle est vraie au rang suivant. 


Grâce aux deux constats précédents, on sait que la propriété P est vraie pour tout entier naturel n. 
Remarque: on accepte également le raisonnement consistant à vérifier par une récurrence simple (ie à un 
prédécesseur) la propriété P (n) suivante : "u, = 2" — 1 et uni = 211". 


(a) 


Puisque chaque pièce a la même probabilité d’être prélevée, on sait que 


P(A) = = 
FA 10 000 — 0-009: 
80 
P(B) = = 
(# 10 000 — 0-008, 
30 
P(ANB) = os = 0.003. 


La probabilité que la pièce prélevée présente un défaut est donc 
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)= 0.014. 
La probabilité que la pièce prélevée ne présente pas de défaut est alors 1 — P(AU B) — 0,986. 


(b) On a P(A) x P(B) = 0,000072 Z 0,003 = P (AN B) ce qui signifie que les évènements À et B ne sont 
pas indépendants. 


Exercice 2 


1. 


IC (0, 3,- 4) ; IH (-7,3,0); CH (-7,0, 4) 
IC = Y9+16—5;IH- V49+9-7,615... = 7,62; CH = 49+16 = 8,062...= 8,06 


2.a Les trois points B, I, H ne sont pas alignés. Si on projette ces trois points dans le plan 


2.b 


(xAy) parallèlement à (Az), on obtient les points B, l”, D avec l’ projection de I. Si B, I, 
H étaient alignés, l’ serait sur [BD], or L’ est sur [BC] et l” Z B; les trois points B, I, H 
ne sont donc pas alignés. 

On peut visualiser la situation en construisant la figure à l’aide d’un logiciel de 
géométrie dans l’espace. 


On peut aussi calculer la valeur de l’angle B1H pour montrer que les trois points ne sont 
pas alignés (ce calcul permet de répondre aux remarques des deux élèves). 


IB.IH = |IB|}1H |cos(1B, 1H) 1B(0,-9,-4) et IB.IH =0+(-9)x3+0=- 27 


1BIH 27 


cos(1B,1H) _ - 0, 3599... ce qui donne BIH=111°. 


L’angle BIH n'est pas droit. On peut soit calculer sa valeur, soit plus simplement 
vérifier que /B.IH #0. 
On peut également calculer BJ et BH et vérifier que BH° # BI° +1H°. 


Plusieurs rédactions sont évidemment possibles. 
1. Soit J le point de coordonnées (7, y, 4) avec 0 < y < 12. Où se trouve le point J ? 
2. Calculer le produit scalaire JB.JH . En déduire une condition pour que 
l’angle BJH soit droit. 
3. Calculer le produit scalaire JB.JC . En déduire une condition pour que l’angle BJC 
soit droit. 


4. En déduire s’il existe un point J du segment [FG] tel que la droite (BJ) soit 
perpendiculaire au plan CJH. 


Corrigé : 
1. I est sur le segment [FG]. JB (0, - y, -4) JH (-7, 12— y, 0) JC (0, 12— y, - 4). 


2. JB.JH = 0 + y” — 12 y + 0. Une condition pour que l’angle BJH soit droit est donc 
y -12y=0. 

3. JB.JC = 0 + y” — 12 y + 16. Une condition pour que l’angle BIC soit droit est donc 
y -12y+16=0 

4. Un point J du segment [FG] qui répond à la question est tel que la droite (BJ) soit 

perpendiculaire à la droite (JH) et à la droite (JC). 


Un tel point vérifierait donc y” — 12 y = y — 12 y+ 16. Cette équation n’ayant pas 
de solution, il n’y a donc pas de point J du segment [FG] tel que la droite (BJ) soit 
perpendiculaire au plan CJH. 


Exercice 3 
Partie A 


1. On a 


S 
Il 
S— 
I 
F= 
X 
D 
à 
Il 
A 
Il 
En 
NE 
LS 
[= 
TR 
es 
D 
à 
Il 
Q 
© 
œm 
TS 
à 
Mona 
Le! 
[NE] 
Il 
= 


2. On à, pour tout x dans LO: | 0 £ sin(x) et donc 0 < sin” (x). 


On en déduit donc que 0 < ’ sin” (x) dx soit 0 < 1}. 


On a, pour tout x dans [0 : , 0 £sin(x) < 1 et donc, en multipliant par sin” (x) positif, on a 


T T 


5 5 
sin"+1 (x) < sin” (x). On en déduit donc que | sin+1 (x) dx < " sin” (x) dx soit 1h41 < lu. 
0 0 


3. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on a : 


= Us sin” (x) dx = Fu sin (x) sin (x) dx 
0 


0 


T 
Si on pose u (x) = — cos(x) et v(x) = sin"-l(x), les fonctions u et v sont de classe C1 sur LO; | et on à 


u/ (x) = sin (x) et v’(x) = (n — 1)cos(x)sin* ? (x). On à donc, en intégrant par parties : 


© wa 


M = [-cos(x) sin À (x)] 


+(n—1) cos? (x) sin? (x) dx 


T 


= 0O+(n—-1) le (1 — sin? (x)) sin"? (x) dx 


= qu 2) Jo sin-2 (a) de — (n 1) [Pain (er) de = (n 0 2-04 


0 0 
On à donc n1, = (n — 1) 1,-_2 pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2. 
4. En multipliant l’égalité précédente par 1,_1, on obtient que n1,1,-_1 = (n — 1) 1»_11»-2, ce qui signifie bien 
que la suite (Nnln-1)n>1 est constante. La valeur de cette constante est, par exemple, la valeur du premier 


s : . T 
terme de cette suite, soit 1 x 73 x IQ soit 7 


: : T 5 : 
5. On sait d’après la question précédente que nl,1,_1 = — pour tout entier n > 1. On en déduit donc que 1, 


n’est jamais nul. On a aussi vu que 1, > 0. On a donc désormais Jh > 0. 
On a enfin vu que la suite Z est décroissante et donc on a 1h41 < 1» < 191. En divisant par 1,-_1 > 0,on a 


I JL ; ; . 
donc 7— < 7 7_ £1. Or, on sait d’après la question 3 que, pour tout entier naturel n > 1, on a 
n—1 n—1 
1)lni1 = nl: soit _ . On a d b final < : 
(n +1) 1h41 = nln-1 soi Pa p n à donc bien au fina pas 


6. Puisque 1, on sait, par théorème d’encadrement et grâce à la question qui précède que 
n 


+T ue 


n 


; T 
— 1 soit que Z,), © 1-1. Sachant de plus que nl,lh_1 = —, on a nlyly 1 n (In)? 
ET n—00 n—+00 2 n— +00 


D, CT AS RAS, Aie RS ee EP ele > 
et donc n(1») ns d’où (/») ho d’où 4/(1h) Dust + Or, (Lee cart, 0 


| [TT 
On a donc bien 7, © Zn — 
n—+00 n— +00 2n 


2n)! 
7. Posons P (n) la propriété suivante "12, — TES et procédons par récurrence : 
n! 
2n)! 0! 
e au rang n = 0, on sait que 10 = : et on a bien PTE L Conte _ . 


Ainsi la propriété P est vraie au rang 0. 


; (2n)! x (2n+2) x 
ons que l’ à so = ie D TE de LR LES 
e Supposons que l’on ait, à un rang n > 0, ln Cnnl) 2 et prouvons qu’alors 12,42 rh Que DD 2 
1 
On sait, grâce à la question 3 que 12,12 = ln et donc 
n 
L sPnÆlss -. BEL One 2h02 204 (ner... . (n42)l. 7 
HE 9042 2(n+l(nn) 2 2(n+1)2(n+1)(nn) 2  (2nH(n+11) 2 


La propriété P étant vraie au rang 0 et héréditaire à partir de ce rang, elle est alors vraie à tout rang n 
entier naturel. 


Partie B 


1. L’intervalle |—-1;1[ est centré en 0 et on a : 


1 —x +1 1 1—x 1 1 1 1+x 
_ = — — a ————— = — — ——— = —— ——— =. — —= 
Un Un sn ( — Ln(r=) zm() 2x n(5+) fa), 
pour x = 0,f(—0) = f (0). 


Ainsi, la fonction f est paire. 


l1+x 
2. On sait que In (v) 200 mt 1 et puisque T sé =, 1, on a donc 


v— Tax 
L l1+x 1+x _—. 2x 2x 
+ 1x) x-01-x l—xa-0 1° 


1 
Ainsi, on à f(x) DU nl donc. fr) =. 1 et comme f (0) = 1, f est donc continue en (. 
T— A T— 


1+x 2x° 
— 2x — —. 
Let 3 
g est clairement de classe C'© sur ]—1;1{ et on a, pour x € ]-1;1{: 
2% 


1 —1 
/ 2 
g (x) 2— 2% — ï 5 Ted 


tx 1x 1 — 72 
La fonction g est donc croissante sur |—1;1[ et comme g(0) = 0, on a donc g(x) > 0 pour x dans ]0;1{. 


3. Posons g(x) = In ( 


—2(1+%°) = (1—(1+%°)(1-—7x°)) 


Partie C 
1. On a 
Un nlenn(r+2) n- (+3) 
D) = | %< | #1û0 | ——— 
Un+1 (n + 1)lent1 (n +1) (+2) (n+1)el(n+1) (+2) 
fe on 
e *X (n+1) (+3) e \n+l 
1 n 1 n 
= +=] =-1- = |In( — 
In (e) (re ;) 1( 7) (n+3) 1() 
0 1 
PNR one 
5 1 2n +2 
2n +1 On + 1 2n +1 9n + 1 2n +1 2n + 2 1 n +1 
— —= — — = ] 
f (p) 5 In 1 5 In DA 5 In es n + s)m|— 
2n +1 2n +1 
On a donc bien In | foi : 
nc bien In — — av =. 
n à donc bie re p ED 


2. Il est clair que p — € ]0;1[ et donc d’après le résultat mentionné dans la question 3 de la partie B, 


2 do 2 2 2 
à p p D Un p 
sait que 1 + 2 < dy Pt el = 
on sait que 1 + 3 f (p) LETTRE) et donc on a 3 n(#) 30-77) r 
p? l 1 


3(1—p°) 3 ((2n+1) -1) | I2n(n+1) 


On a donc obtenu que 


av<n( Un )< l 
3(2n +1) Un+1 12n (n + 1) 

1 2 1 
12(n+1)(n+2)  3(2n +1) 


Pour aboutir au deuxième résultat souhaité, il suffit donc que Or 


1 1 
EE  — 
12(n+1)(n +2) 3 (2n +1) 

— An? +4n+1< An? +12n +8 8n +7 > 0 ce qui est vrai puisque n € IN. 


= (2n +1) <4(n+1)(n+2) 


Au final, on a donc bien 


1 si Un 1 
SN n =. 
12(n+1)(n+2) Uni 12n (n +1) 


3. On a 
1 1 1 Un 
ET >0 
RU OR nn Some) (2) 
1 1 1 Un 
_ = | _ I < 0 
do Ce) Somen EpEeD varDar) À (=) 
: 0 
— A 
É. 12n (n +1) n—0 
Ainsi, la suite v est croissante, la suite w est décroissante et leur différence tend vers 0. 
Les suites v et w sont donc adjacentes et convergent donc vers une même limite £. 
4 Ona 
nn eée"ntti) = nent) À de Un — ee — 1] 
n— +00 n— +00 n— +00 € n—0o 


<< m (=) — 0 nu) -£ — 0 


N—00 n——00 


Or, on sait que 


Un = In(un) — 


—, done In(us) —£= (nu) )+(s ) > L+O—-L£—=0. 


12n n—00 12n 12n 


N—— 00 
Er : 2 1 
Ainsi,onabienn! + ete nntr+s). 
n— +00 
1 
5. Sachant que n! + ete-nntrt3), on à donc 


n— +00 


(2n)! T : ete?" (2n)(27+2) _ (2)0%+2) (n)@r+2) 


(nt) 2 m4 4 (c ent) 2 anetn2(+3) 


T T V2 T 
mais comme / mn on en déduit que ,/=——— # —=-— soit quee! + 27. Comme 
Raste \ 2x 2n q \ 2 x 2n n—+00 et\/n 2 q n—+00 


il s’agit de constantes dont le quotient est censé tendre vers 1, c’est donc que e{ = V2r. 


(2)? V3 (n)(2r+5) 


FT 
Ne dreln2r+1 9 D 


2. — 


T 
2 


Da 


Exercice 4 


I. Quelques généralités. 


1. On a 


om = |? Ë ls HU 


© 
= 


2. Puisque z et z/ ne sont jamais nuls, on peut écrire que 


ET À je 
(ani, ox) — arg (=) are (2) [2x] 
ZM — ZO ZZ 


Or, — = LE est un réel et donc arg 0 0 fx] d’où | OM,OM" | = 0fx], ce qui assure que les points 
22 Z 
O,M et M' sont alignés. 
| : £ i0 ) ! k i0 
Remarque: on peut aussi obtenir ce résultat en posant z = pe” et en constatant qu’alors z = —e. 
p 


Si on considère que M (x,y) et M'(x',y/), alors on a : 


y k  kz  k(x+iy) 


! - | 
T +1y Z 
7 2% + 
d’où, puisque k est un réel : 
! kx 1 ky 
T=-—> € y = ——— 
x? + y? x? + y? 
On en déduit que : 
An on si 1 kr? ky° _ 
3. On a 
M est invariant par 1 = 1(M) = M D 22 =k L2 = & OM? =k 


On distingue donc deux cas : 


e Si k < 0, alors l’ensemble des points invariants par l’inversion 1 est vide. 


e Si k > 0, alors l’ensemble des points invariants par l’inversion J est le cercle de centre © et de rayon 


VR. 


4. Pour 2 différent de 0, on a 


all | 3 
| 
NI 


ce qui assure que pour tout point M différent de l’origine, on a 1 (1(M)) = M et donc on a bien Jo 1 = Id. 


0 


5. Un point M du cercle de centre © et de rayon r > 0 a pour affixe complexe z = re" avec 0 € [0; 27]. Son 


image par l’inversion J a donc pour affixe complexe z/ = = = —e’?, Le lieu de ces points lorsque @ varie dans 
Z 


- 

[0; 2x] est le cercle de centre © et de rayon LB Ainsi, l’image par l’application 7 du cercle de centre © et de 
k 

rayon r > 0 est le cercle de centre © et de rayon IA] 

T 


IT. Image par l’inversion I d’un cercle passant par le point O. 


(b) 


1. 


2. 


Il suffit de constater que les angles OME et N'HIO sont tous deux égaux ainsi que les angles MO 
et NOH/ pour pouvoir conclure que les triangles OMH et ONH’ sont semblables. 


Puisque les deux triangles précédents sont rectangles et semblables, on a 
ne ——— OM OH! 
cos (Ho) = COS (Non) SO TT = ON 
On en déduit donc que OM x ON = OH x OH. Or, puisque H est l’image de H par l’inversion 
— — 
I, on a OH x OH’ = |k| et done OM x ON = {k|. De plus, OH-OH' = k < 0 donc H' est à 
l'extérieur du cercle C et de ce fait la droite D également. Comme, par construction, N est sur 
la droite D, N et M sont de part et d’autre de ©. Si on note z = re" l’affixe de M, on a donc 
N d’affixe 1El or) ie —e ce qui correspond à f (z). Donc N est bien l’image du point M par 
T 


= 
l’inversion Î. 


. On vient d'obtenir que l’image d’un point quelconque du cercle C'est un point de la droîite D. Donc 


l’image du cercle C par l’inversion J est incluse dans la droite D, ie 1(C) € D. 

De plus, si N est un point de la droite D, puisque © n'appartient pas à cette droite, la droite 
(OM) coupe le cercle C en un second point que l’on appelle P. En utilisant la question précédente, 
on sait donc que l’image de P par l’inversion 1 est le point d’intersection de la droite (OP) avec 
la droite D, c’est-à-dire le point N. On a donc 7 (P) = N. Ainsi, tout point N de la droite D est 
l’image par l’inversion 7 d’un point (ici P) du cercle ©, ce qui assure que D € TI (C'). 

Au final, l’image du cercle C' par l’inversion 1 est la droite D. 


2. Si k > 0, puisque — = ——, on peut voir l’inversion de centre © et de puissance k comme la composée de 


Z Z 
l’inversion de centre © et de puissance —k (avec —k < 0) avec la symétrie centrale par rapport à 0. Aïnsi, 
l’image du cercle C par l’inversion 1 est l’image d’une droite par une symétrie centrale; il s’agit donc d’une 
droite. 


III. Image par l’inversion I d’un cercle ne passant pas par le point ©. 
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C QM =7r Lz-w=re|z-w=r 


€ car [2 —w| et r sont positifs 
— (2-w)(-w)=r = (2-w)(-n)=r 23 -w7-wr:+uw=r 
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2. Puisque z/ = — équivaut à z = —, On à 
z 


k k k 
ME SE. ORES ET UE mr Em r y 
2! z! z! 

2 pps IT LL 2NTT 

= kf—-wkz! —-Gkz +uwwz 2! = r°2z 


— k-wkz-Gkz +27 (lu — r?) =; 


Puisque le cercle C ne passe pas par ©, on a r Z (0 soit lw|? — r? Z0 et donc 


_ wk  — wk k? 
MEeEC= 227 5 z! 3 = 5 
ff 7? ufr?  r?-lul 
k2 
Posons w' = w et R le réel positif tel que R2 — [w/|? = =, c’est-à-dire 
w|? — r? r2 — |w|? 
k? 2 . kr? : k 
ne Sr rer lw? —————— soit encore R? = a soit R — ni On a donc 

nl (lui r2) (lu? — r2) Il? — r2] 


MeCe 22 -v7 -wz +uwlu = R = M' appartient au cercle de centre Q’ (w') de rayon À 
Donc l’image du cercle C par l’inversion I est bien un cercle; notons le C”. On a 


2 
k2r2 


TS) 


k 
== = 
[ul — 7? 


O0 e CeN0-=Re ff 


A. 5-2 
k k 
[ul - ui r? = [ul 


(we) (ur) 


ce qui n’est pas le cas puisque le cercle C ne passe pas par ©. Ainsi, l’image d’un cercle ne passant pas par 
© est un cercle ne passant pas par ©. 


3. Si on pose K — et qu’on note h l’'homothétie de centre © et de rapport K, on constate que w' = Kw 


w|? r2 


ce qui signifie que © = h(Q). Comme de plus, on a R = |K|r, le cercle de centre Q et de rayon R est 
l’image du cercle C par h. 
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Section : Mathématiques — Sciences Physiques 


MATHÉMATIQUES 


Durée : 4 heures. 


Le sujet est constitué de quatre exercices indépendants. 
Le premier exercice est un test vrai-faux. 
Le deuxième exercice a pour objet l’étude d’une variable aléatoire. 


Le troisième exercice, de nature pédagogique au niveau du baccalauréat professionnel, porte sur l’étude des 
variations d’une fonction et un calcul intégral. 


Le quatrième exercice permet d’étudier le tracé de la courbe représentative d’une fonction, puis son image 
par une application géométrique et enfin une majoration de la valeur d’une intégrale. 


La clarté et la précision des raisonnements, la qualité de la rédaction, interviendront pour une part importante dans 
l’appréciation des copies, ainsi que, dans la partie concernée, le savoir-faire pédagogique et l'intervention de méthodes 
en conformité avec les programmes en vigueur dans les lycées professionnels. 


L'usage des calculatrices de poche est autorisé (conformément aux directives de la circulaire n° 99-186 du 16 
novembre 1999). 


EXERCICE 1 


Préciser, en argumentant la réponse, si chacune des propositions ci-dessous est vraie ou si elle est 
fausse. 
Remarque : la réponse « proposition vraie » ou « proposition fausse » non justifiée ne rapporte 


aucun point. 


Proposition 1 


Soit a un nombre réel strictement positif. 


Soit f une fonction impaire et continue sur l’intervalle [-a ; a], alors Î ‘ f (cc }x =; 


Proposition 2 


; +1 
Soit la fonction f définie, pour tout nombre réel x différent de 1, par f (x)= es et soit C; sa 
Le 


courbe représentative dans un plan muni d’un repère orthonormal. 


La courbe C; est symétrique par rapport au point Q de coordonnées (1 ; 1). 


Proposition 3 


Si une suite réelle (,) . tend vers + c, alors cette suite est croissante. 
ne 


Proposition 4 


Si l'écriture décimale d’un entier naturel n se termine par 5, alors celle de n° se termine par 25. 


Proposition 5 
Soient À, B et C trois points non alignés de l’espace affine E. Un point M appartient au plan (ABC) 


si et seulement si il existe trois réels &, B et y tels que à + B + y # 0 et tels que M soit le barycentre 


du système de points pondérés{(A.,c), (B, B), (C,y)} . 


EXERCICE 2 


Probabilités 

Partie I 

Une urne contient 7 boules indiscernables au toucher numérotées de 1 à n. On tire au hasard une 
boule de l’urne, puis on l’y replace. On répète cette opération jusqu’à obtenir la boule numéro 1, les 
tirages successifs étant indépendants. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de tirages 


effectués pour obtenir la boule numéro 1. 
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+00 
= Il 
On rappelle la formule suivante : Vx e [ 0,1 [, D kxkl = 7 
k=1 (1) 


1. Calculer la probabilité de l'événement (X =1), c’est-à-dire la probabilité que la boule 


numéro 1 apparaisse dès le premier tirage. 


2. Soit k un entier naturel non nul, calculer la probabilité de l’événement (x = k). 


3. Pour quelle valeur de 4 cette probabilité est-elle maximale ? 
4. Calculer l’espérance de X. 


Partie II 


En utilisant la partie I répondre aux questions suivantes : 
1. Combien de fois faut-il, en moyenne, consécutivement et de façon indépendante, lancer une 
pièce de monnaie non truquée pour obtenir « Pile » ? 
2. Combien de fois faut-il, en moyenne, consécutivement et de façon indépendante, lancer un 


dé équilibré à six faces pour obtenir un « 6 » ? 


EXERCICE 3 


Cet exercice à caractère pédagogique comporte d’abord l’énoncé d’un exercice qu’un enseignant 
propose à des élèves de terminale baccalauréat professionnel industriel puis les questions destinées 


aux candidats du CAPLP interne et du CAER. 


Enoncé du problème proposé aux élèves de terminale baccalauréat professionnel industriel 


L. Calculs de tension 
Une bobine d'inductance Z (en henrys) et de résistance À (en ohms) est soumise à une tension carrée. 
Une représentation graphique de cette tension Æ (en volts) en fonction du temps f (en secondes) est 


donnée ci-dessous : 


1. Donner la valeur de la tension Æ pour 0 <#<0,1. 
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2. Donner la valeur de la tension Æ pour 0,1 < #< 0,2. 


IL. Étude de fonction 


Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 0,1] par f ()= 2 ( po ) 


1. Montrer que f ()= 100 e °°" où  ’ est la dérivée de la fonction f. 


2. Étudier le signe de f “t) pour tout f appartenant à l'intervalle [0 ; 0,1]. 
3. Compléter, en annexe 1, le tableau de variation de la fonction f sur cet intervalle. 
4. Compléter, en annexe 1, le tableau de valeurs de la fonction f. Arrondir les résultats au 


centième. 


5. Tracer, en annexe 1, la courbe C représentative de la fonction f. 


IL Exploitation 
On admet que la courbe C représente l'intensité ri, en ampères, dans la bobine, en fonction du temps f. 


1. Placer, en annexe 1, le point A d'ordonnée is = 1,26 A. 
2. Déterminer graphiquement l'abscisse t de ce point A. Laisser apparents les traits de 


construction. 


L 
3. L'abscisse t du point À, appelée constante de temps, est donnée par la relation t = R 
En déduire la valeur de la résistance R de la bobine sachant que l'inductance L est égale à 
02H. 


4. La valeur moyenne de l'intensité du courant dans la bobine entre les instants 0 et 0,1 est 


1 po 2 
donnée par la relation: 1 =—| 2 ( —e } | 
moy 0,1 0 


_ | [roi A PRES \ 
a. En utilisant le formulaire, montrer que 7 in 20{ , 1 dt — [, (e | Jar J- 


b. Calculer Z,,, ; faire apparaître les calculs intermédiaires et arrondir les résultats au 


dixième. 
ANNEXE 1 
t 

signe de f (t) 
variation de la 

fonction f 

T 0 0,005 0,010 0,030 0,040 0,060 0,080 0,100 
0) 0 0,79 1,73 1,99 
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0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 O,1  O,11f 


Questions destinées aux candidats du CAPLP interne et du CAER 


1. a) Rédiger un corrigé de toutes les questions de la partie II et des questions 1 et 2 de la partie 
III du problème proposé aux élèves, en précisant les savoir-faire évalués dans chacune de 
ces questions. 

Présenter sur la copie les réponses dans un tableau de type suivant, en recopiant, si besoin 


est, les tableaux et graphique de l’annexe 1 du problème proposé aux élèves : 


Corrigé Savoir-faire évalués 


b) Indiquer les questions du problème qui, a priori, pourraient poser des difficultés aux 


élèves. Préciser ces difficultés. 


2. Ce problème est traité au cours d’une séquence d’enseignement concernant le calcul 
intégral. 
Présenter une activité d’introduction de cette notion en indiquant les objectifs, les supports 
pédagogiques utilisés (en particulier l’utilisation éventuelle d’une calculatrice graphique ou 


d’un ordinateur) et situer la place du problème dans celle-ci. 


page 5 sur 7 


EXERCICE 4 
Notations et rappels 


L'ensemble des nombres réels est noté R. On note R' l’ensemble R privé de zéro. 


On appellera (P) le plan muni d’un repère orthonormé direct (C.1.») d’unité graphique 2 cm. 


La fonction x + e”, définie sur R est la fonction exponentielle de base e. 


Pour tout entier naturel n, le développement limité en 0 à l’ordre n de la fonction exponentielle de 
base e est e”= der + exe) OÙ lim r(x)= 0. 
! n! x—0 
—X 
. Le de FD = si x # 0 
Soit f l’application de R dans R définie par : X 
F(O)=-1 


On appelle C la courbe représentative de cette fonction dans le plan (P). 


La partie III est indépendante des parties I et II. 
Partie I 


1. Déterminer les limites de la fonction f en — et en +co, 


Que peut-on en déduire pour la courbe C ? 
2. Étudier la continuité de la fonction fsur R. 


3. a) Montrer que la fonction f'est dérivable en 0 et calculer le nombre dérivé f”(0). 
Que peut-on en déduire pour la courbe C ? 
b) Justifier que la fonction f est dérivable sur R° et calculer f ’(x) pour tout nombre réel 


x non nul. 
4. a) On définit la fonction g qui à tout nombre réel x associe g (x) = — (1 + x) e "+ 1. 
Étudier les variations de la fonction g et en déduire son signe. 


b) Déterminer le sens de variation de la fonction f sur R. 


5. Tracer la courbe C dans le plan muni du repère Ou.) (on peut se limiter aux points dont 
l’abscisse varie entre -3 et 3). 
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Partie II 


Soit l’application s du plan (P) dans lui-même qui, à tout point M d’affixe z, fait correspondre le 


point M” d’affixe z° définie par 2=-25 +31. 


1. Déterminer l’ensemble des points invariants par l’application s. 


Déterminer la nature géométrique et les caractéristiques de l’application s. 


2. Onposez=x+iyetz =x" +1y où x, y, x’ et y” sont des nombres réels. 


Exprimer x et y en fonction de x’ et y’. 


3. On appelle C’ l’image de la courbe C par l’application s. 
À partir de la courbe C, placer quatre points de la courbe C” puis tracer approximativement 


l’allure de la courbe C”’. 


4. Existe-t-il une fonction # de R dans R telle que la courbe C? soit la courbe représentative de 
la fonction À dans le plan (P) muni du repère orthonormé direct Ou.) ? 


Si oui, préciser (x) pour tout nombre réel x. 


Partie III 


1. Soient a et b deux nombres réels tels que a < b ; soient f, et f> deux fonctions continues sur 
b 2 
l'intervalle [a ; b]. En étudiant le signe de [ [ f(@)+2 AO] dt où À est un nombre réel, 


démontrer l’inégalité de Schwarz : 


roro] <[Tsola [Lio dr. 


2 
2. En déduire l’inégalité suivante : If; rod | < : (e° +de -e"-_4et+ 8). 


3. En déduire que l’aire, exprimée en centimètres carrés, du domaine compris entre la courbe 


C, l’axe des abscisses et les droites d’équation x = 1 et x = 5 est inférieure à 6,55. 
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Durée : 4 heures 


e”» CAPLP interne 2008 ce 


EXERCICE 1 


Proposition 1 La proposition est vraie. Cela peut se pressentir graphiquement puisque 
la courbe de f est symétrique par rapport à l’origine du repère et puisque l’inter- 
valle [-a ; a] est centré en 0. Pour obtenir ce résultat, il suffit d'utiliser la relation de 
Chasles : 


a 0 a 
f(x) dx = fx ax+ | f(x) dx. 
_a a 0 


puis de poser f = —x dans la première intégrale qui devient alors : 


0 0 0 a 
fuodx= | ft (dr) = [ ruar=- [ fHdt. 
—a a a 0 


Ainsi, on a bien 
a 0 a a a 
f(x) dx = fuodx+ | rœwdx=- f roat+ | fn dft=0. 
a —a —0 0 0 


Proposition 2 
La proposition est vraie. En effet, l’ensemble de définition de f est centré en 1 et 
pour tout nombre réel h Z 0, on a: 


fO-mb+fQ+h) _ Tertbit LE tE 
2 _ 2 _ A+ 
Ainsi, le milieu des points de la courbe de représentative de f d’abscisses 1-h et1+h 
a pour ordonnée 1, ce qui signifie que la courbe représentative de f est symétrique 


par rapport au point de coordonnées (1; 1). 


Proposition 3 
La proposition est fausse. Le dessin qui suit illustre l’idée d’un contre-exemple : 


CAPLP 


Si on considère la suite u définie par u, = n+(-—1)”", alors, on a: 
Un+1 — Un = —1. 


ainsi, la suite u n’est pas croissante. Toutefois, on a u, > n—1 et donc un — + 
quand n tend vers plus l'infini. 


Proposition 4 

La proposition est vraie. En effet, si l'écriture décimale de l’entier naturel ñn se ter- 
mine par 5, alors n peut s’écrire ñn = 5+ 10p où p est un entier naturel. Ainsi, n°? = 
(5+10p)? = 25 + 100p + 100p7 = 25+ 100(p + p?). Puisque p + p° est un entier na- 
turel, 100 (p + p?) est un entier dont l'écriture décimale se termine par deux zéros et 
donc n° est un entier naturel dont l'écriture décimale se termine par 25. 
Proposition 5 

La proposition est vraie. En effet, puisque À, B et C ne sont pas alignés, les vecteurs 
AB et AC ne sont pas colinéaires. Ainsi, si M est un point alors 

ME (ABC) (4, y) ER? AM = AB +uAC = (À, )ER?, AM = ÀAM + 
AMB + LAM +uM MC. 
Me (ABC) = (À, WeR?, (1-1-u)MA +AMB +uMC =0. 

Ainsi, sion pose a = 1-À1-yu, B=Aety=u{,onabien a+B+7 =1#0et M barycentre 
du système {(4, a), (B, B),(C, y)}. 

Réciproquement, s’il existe trois réels a, B et y tels que a+ B+7 Z 0 et tels que M est 
le barycentre du système {Q, a), (B, p),\ (C, y)} alors 

aMA +BME +YMC = = De et donc aMA + BMA + BAB +yMA +yAC = = 0, soit 
(æ +7+N AM = BAB +yAC. 

On a donc AM = ——— (8AB +yAC ] et de ce fait M appartient bien au plan 


a+y+y 
(ABC). 


EXERCICE 2 


Partie 1 


1. Puisque les tirages sont équiprobables, la probabilité que la boule numéro 1 
1 
apparaisse dès le premier tirage vaut — 
2. Puisqu’on remet la boule dans l’urne après tirage, les différents tirages sont 
indépendants. Si on note U; l'évènement «la j-ième boule tirée est la numéro 


1», alors l'évènement « X = k» est en fait l'évènement « UN Un... NU, k-1NUz» 
et donc la probabilité de l'évènement (X = k) vaut : 


P(X = K) = P(Dintin..n san U) £ P(Di)xP(U)».xP(Ue)*P (Un) = 


ro 
1—-—|x|1-—|x..x|l1-—|x—=|[1-— X —. 
n n n) n n n 
l 
8. Sion pose q=1-— et vx = P(X = K), alors 
n 
1 1 1 _gq 
venues qq = q(g-D==-T <0. 
n n n n 
La suite v est donc décroissante et donc la probabilité de l'évènement X =k 
est maximale pour k= 1. 
OO 
L'espérance de X vaut, par définition 3 KkP(X = k) et donc: 
k=1 
1 PR CLR 
n(g-12 


EX) = Y kP(X=H = Y kg“! 
k=1 k=1 LL 


1 © 
Ni 


Mathématiques-sciences 2 2008 


CAPLP 


Partie 2 


1. Le fait de lire le côté d’une pièce de monnaie que l’on jette plusieurs fois est 
analogue au fait de lire le numéro d’une boule que l’on prélèverait d’une urne 
en contenant deux (et qui seraient numérotées 1 et 2) pour l’y replacer en- 
suite. Compte-tenu de la question précédente, puisque l’espérance de X vaut 
n, alors, en moyenne, il faut lancer deux fois la pièce de monnaie pour obtenir 
« pile ». 


2. Le fait de lire la face d’un dé équilibré que l’on jette plusieurs fois est ana- 
logue au fait de lire le numéro d’une boule que l’on prélèverait d’une urne 
en contenant six (et qui seraient numérotées de 1 à 6) pour l'y replacer en- 
suite. Compte-tenu de la question précédente, puisque l’espérance de X vaut 
n, alors, en moyenne, il faut lancer six fois le dé équilibré pour obtenir un six. 


Exercice 3 Question 1. a. 


Corrigé Savoir-faire évalués 


Partie II 

1. f(D = 2(1-e %%) = 2-2e %0 | Dériver une somme de fonctions 
donc f'(r) = -2(-50)e °% soit f'(#) = | usuelles. Dériver le produit d’une 
100e-°0f, fonction usuelle par une constante. 

2. La fonction t — e°"! est stricte- | Connaîtreetutiliser les propriétés de la 


ment positive quelle que soit la valeur | fonction exponentielle. 

de t donc f’(f) > 0 pour tout ft appar- 

tenant à l'intervalle [0 ; 0,1]. 

8. Tableau de variations de f en an- | Savoir appliquer l'étude du signe de la 


nexe 1. dérivée à l'étude du sens de variation 
d’une fonction. 


4. Tableau de valeurs en annexe 1. Calculer l’image d’un réel par une 
5. Tracé de la courbe € en annexe 1. Construire la représentation gra- 


Partie IIT 
1. et 2. en annexe 1. On obtient | Exploiter la représentation graphique 
T = 0,025 d’une fonction. 


ANNEXE 1 


sens fe 1 0 


variation de la 
fonction f 


Mathématiques-sciences 3 2008 


CAPLP 


1,8 


1,6 


1,4 


1,2 


1,0 


0,8 


0,6 


0,4 


0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10 


Question 1. b. 

La question 1 de la partie II («montrer que f'(f) = 100e °°! ») peut poser problème. 
La fonction f étant sous une forme factorisée, les élèves peuvent être génés par la 
forme « produit d’un réel par une fonction ». 


La question 4. a. de la partie III nécessite, pour sa résolution, l’utilisation de plu- 
sieurs propriétés opératoires sur le calcul intégral. La présence de deux étapes fai- 
sant appel à du calcul intégral peut poser problème. 


La recherche de primitives dans la question 4. b. peut poser une difficulté pour les 
élèves. 


Question 2 
Prérequis 


— Déterminer la fonction dérivée d’une fonction sur un intervalle en utilisant 
notamment le formulaire d'examen. 

— Étudier une fonction numérique : déterminer son sens de variation à partir du 
signe de la dérivée ; tracer sa courbe représentative à partir d’un tableau de va- 
leurs et du tracé d'éventuelles tangentes à la courbe en des points particuliers. 

— Calculer l'aire d’une figure usuelle. 

Exemple d'organisation de la séquence et d'activités d'introduction 


— Activité d'introduction à la notion de primitive d’une fonction : 
+ Demander aux élèves de dériver trois fonctions numériques dont les ex- 
pressions sont égales à une constante près. 
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* Leur faire remarquer que les fonctions dérivées sont égales. 

— Introduire alors la notion de primitive à partir de cette activité. Leur rappeler 
l’unicité de la fonction dérivée d’une fonction donnée et leur faire constater la 
multiplicité des primitives d’une fonction donnée. 

— Faire rechercher aux élèves quelques exemples de primitives de fonctions don- 
nées par lecture inverse du tableau des dérivées. Les exemples seront choisis 
par ordre de difficulté croissante. 

— Activité d'introduction à la notion d’intégrale sur un intervalle d’une fonction 
f admettant une primitive F. 

* Soit la fonction f définie sur l'intervalle [1 ; 3] par f(x) = -x+5. On note 
sa courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthonormal d’uni- 
tés graphiques 1 cm. L'objectif est de déterminer l'aire de la surface com- 
prise entre la courbe ®, l'axe des abscisses et les droites d’équation x = 1 et 
X=3. 

+ l'étape: faire apparaître cette surface à l’aide d’une calculatrice graphique 
(programmation de la fonction et des paramètres, visualisation), puis faire 
estimer cette aire (en unités d’aire). 

+ _2° étape : représentation graphique de la fonction. Faire reconnaître la fi- 
gure géométrique (trapèze), calculer l’aire du trapèze et vérifier en comp- 
tant les « aires unitaires ». 

+ _3° étape : faire déterminer une primitive F de la fonction f. Faire calculer 
F(3) — F(1) et comparer avec le résultat de l’étape 2. 

+ 4 étape : faire émettre une conjecture concernant le calcul de l’aire de la 
surface comprise entre la courbe 2, l'axe des abscisses et les droites d’équa- 
tion x=1etx= pb. 

+ _ 5° étape : faire contrôler la vraisemblance de cette conjecture en l’utilisant 
pour prévoir le résultat pour différentes valeurs de b puis en effectuant le 
calcul â l’aide d’une calculatrice ou d’un logiciel FRDEQPEE 


— Introduire alors la notion d’intégrale, les notations [ f(x) dx, F(b) — F(a) et 


le vocabulaire spécifique à partir de l’activité précédente. 
Préciser l'interprétation géométrique de l'intégrale à l’aide d’une aire dans le 
cas de fonctions positives. 

— Applications (par exemple activité similaire à celle d'introduction à l’aide d’une 
fonction du second degré). 

— Propriétés du calcul intégral : mise en évidence de la relation de Chasles et de 
la linéarité de l'intégrale à partir d’activités utilisant une interprétation géo- 
métrique. 

— Le problème traité serait donné, avec la question supplémentaire (en partie 

ID) ci-dessous, pour une évaluation finale de la séquence. 
Montrer que l’aire de la surface délimitée par la courbe €, l’axe des abscisses 
et la droite d’équation ft = 0,1 est égale à l’aire du rectangle délimité par l’axe 
des abscisses, l’axe des ordonnées, la droite d’équation f = 0,1 et la droite 
d’équation y = moy: 


Exercice 4 


Partie I 


1. Ona clairement f(x) RE 0, donc la courbe € admet l’axe des abscisses pour 
— +00 


asymptote en +oo. 
La limite de f en -æ est une forme indéterminée mais on a, pour x 0: 


e *(1-e *) : 1-e * 


xe* 


fG) = 
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et comme xe* —— 0, alors f(x) — —oo. 
X— —00 X— —00 


x 


3 : 1 | 
2. Puisque les fonctions x-— e* - 1 et x-— — sont continues sur R=, f l’est 
x 


aussi en tant que produit de fonctions continues. 
De plus, on a, pour x 0 


fo = 2 2 Xx)+(—X)T(—X) — 1 


avec T(x) — 0. 
X x—0 


Ainsi f(x) =—-1-T(-x) — —1= f(0) ce qui assure que f est continue en 0. Au 
X— 
final, f est donc continue surR. 
3. a. En utilisant le développement limité d'ordre 2 de la fonction exponen- 


tielle en 0, on a, pour tout x 0: 


PGO — FO) | 2 +1 PSE e 1+ (20 + CD + (-02r(-50 —1+x 


x—0 x x2 x2 
avec T(x) — —0,. 
x—0 
x) — f (0 1 1 
Ainsi, on a FOPO) = —+7(-x) — = ce qui assure que f est déri- 
x—0 2 x—0 2 
vable en 0 et que f’(0) = 


On en déduit donc que la courbe € admet au point d’abscisse 0 une tan- 


l 
gente de pente 5 


b. f est le produit de deux fonctions dérivables sur R+, donc f est dérivable 
sur R+ et on obtient que, pour tout x Z 0, : 


e *—(e *—1]) 


f'œ = > — 


4 a. gest clairement dérivable sur R et sa dérivée vaut g'(x) = xe* qui est 
du signe de x. Ainsi, g est strictement décroissante sur ] - co ; O[ et g 
est strictement croissante sur ]0 ; +oof. g est donc minimale en x=0 et 
comme g(0) = 0, alors g est strictement positive sur R+ et est nulle en 0. 

£a) 

x” 
cédente que f'(x) > 0 pour x Z 0. Comme de plus, on a obtenu que 


b. Puisque, pour x £ 0, on a f'(x) = on déduit de la question pré- 


1 
f'(0) = 3? alors f’ >0surR et donc f est strictement croissante sur R. 


5. On obtient approximativement la courbe suivante : 


Partie II 
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1. Le fait que M(2) est invariant par s se traduit par le fait que s(M) = M soit par 
—2z+3i= Z soit z = i. Ainsi s admet un seul point invariant qui est le point B 
d’affixe i, autrement dit le point de coordonnées (0; 1). 

Ona alors z/—-i=-2z+2i=-2(2-;i) à. e. Bs(M) = _2BM ce qui signifie que s 
est l’'homothétie de centre B de rapport —2. 


x = -2x X 
DE . Pr : 
2. Ona donc x’+iy' = 2x+iy) #3 d'où! ÿ = -2y4à soit 


D 
Il 
D I © 
| 


3. On obtient approximativement la courbe suivante : 


-4 


4. Sion note M(x; f(x)) un point de la courbe € et M'(x' ; y') son image par s, 
on a, six 0: 


x x 


e *—] ez —1 ez —1 
— +3=4 
=# x! 


À 


y'=-2y+3=-2f(x) +3 = -2 +3 


et si x = 0, on obtient que y! = -2y +3 = —2f(0) +3 = 5. Si on considère la 
e?-1 
h(x) 4 


h{0) 5 
€’ est bien la courbe représentative de la fonction h. 


+3six 0 


fonction h définie sur R par , alors la courbe 


Partie III 
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. Ona(f?[fA+A1R 0 dr= fP [F0 +220 f(0 +22 F2 dr = a%2+pA+yoù 

a= f? f2(0, B=2[? fin ptodtety= f? f2(0dt.Puisquelafonction| fi(0 +Af(0] 
est continue positive sur l'intervalle [a ; b] et que a < b, on sait que Fa [fi (+1f(0 ] 2dr > 
0 et ceci pour tout réel À. Ainsi, on a «A? + BA + y > 0 pour tout réel À. Nous allons 
distinguer deux cas de figure : 

. sia =0,ona donc BA+7y > 0 pour tout réel À ce qui n’est possible que si 
B = 0 (penser à la représentation graphique de À — BA + y qui est un droite 
de pente B et qui doit être toujours au dessus de l’axe des abscisses). L'inégalité 
de Schwarz s'écrit alors f? < ya soit 0 < 0 ce qui ne pose donc aucun souci. 

. sia 0, comme a est l'intégrale d’une fonction positive continue sur l’inter- 
valle [a ; b], on sait donc que a > 0. Dans ce cas, puisque ai? + BA+y2>0 
pour tout réel À, le polynôme P défini par P(x) = ax? + Bx + y est donc un 
polynôme du second degré à coefficients réels qui se doit de garder un signe 
constant sur R. Son discriminant ne saurait donc être strictement positif (si- 
non le polynôme admet deux racines réelles distinctes et change de ce fait de 
signe sur R). Or ce discriminant vaut 


A=f?-4ay 


et on constate alors que 


b 2 b b 
A0 p?<A4ay = aff ff dr) <a(| far) [| far 
a a a 


On aboutit ainsi à l'inégalité de Schwarz. 


l 
Si on pose f1(f) = e {—let 200 = T les fonctions fi et f2 sont continues sur l’inter- 
valle [1 ; 5]. On peut donc appliquer l'inégalité de Schwarz tout en sachant que : 


5 


1 


5 5 5 e”2t 
fl fwar= | (e-!-1) - (e"2-2e +1) dt= tre + 
1 1 1 — 


(-e”1° +4e °+8+e 2 4e” |) 


5 5 1 115 1 4 
2 

p(#°dt= | —dt=|--| =-=+1=-, 

l FA je | | 5 5 


On obtient donc ainsi que 


5 2 
1h fG@dx< = (-e”1° +4e °+8+e 7 —4e" |) 
1 


On sait que l’aire , exprimée en centimètres carrés, du domaine compris entre la 
courbe ©, l'axe des abscisses et les droites d’équation x =1etx=5 est 


a =4[- [ra] 


puisque f est négative sur l'intervalle [1 ; 5] et puisque l'unité graphique est de deux 
centimètres. On a donc 


2 o 
a = a)f fo dal = 4/ [JP F0 dxl < 4 = (-e"10+4e-5+8+e-2-4e-1)On ob- 


tient grâce à une calculatrice que 
41/25(-e-10+4e-5+8+e-2-4e-l) &6,5437 à 
1074 près. 


Ainsi l’aire demandée est bien inférieure à 6,55 
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CONCOURS INTERNE DE RECRUTEMENT 


DE PROFESSEURS DE L'ENSEIGNEMENT PROFESSIONNEL 
ET CONCOURS D'ACCÈS A L'ÉCHELLE DE RÉMUNÉRATION 


Section : MATHÉMATIQUES - SCIENCES PHYSIQUES 


COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES | 


Durée : 4 heures 


Calculatrice électronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanumérique ou à 
écran graphique — à fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément à la 
circulaire n° 99.186 du 16 novembre 1999. 

L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique est 
rigoureusement interdit. 


Dans le cas où un(e) candidat(e) repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il (elle) le signale très 
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit l'épreuve en conséquence. 

De même, si cela vous conduit à formuler une ou plusieurs hypothèses, il vous est demandé de la (ou les) 
mentionner explicitement. 


NB : Hormis l'en-tête détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, 
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé 
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de 
signer ou de l'identifier. 


Tournez la page SVP. 


Le sujet est constitué de quatre exercices indépendants. 


Le premier exercice, de nature pédagogique au niveau du baccalauréat professionnel, porte sur le 
flocon de Von Koch. 

Le deuxième exercice un test vrai-faux. | 

Le troisième exercice a pour objet l'étude d'une fonction définie à l'aide d'une intégrale. 

Le quatrième exercice propose une application de la notion de puissance d'un point par rapport à 
un cercle et de la notion d'axe radical de deux cercles. 
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Exercice Ï 


Un enseignant d’une classe de baccalauréat industriel a préparé une séquence de trois séances portant sur 
le flocon de Von Koch. 


Pour chacune de ces trois séances, chaque partie de l’exercice commence par les instructions et/ou 


questions destinées aux élèves puis sont énoncées les questions destinées aux candidats du concours 
CAPLP interne ou du CAER. 


Des extraits de programme se trouvent à la fin de l’exercice. 


Première séance : figure de base du flocon de Von Koch 


La première séance de la séquence consiste à faire travailler les élèves sur un logiciel de géométrie 
dynamique. L'enseignant donne aux élèves les consignes suivantes : 


Séance ! : Macro de la figure de base de Von Koch 


. Placer deux points distincts À et B. 


. Construire le point C image du point B par la rotation de centre A et d’angle 60°. 


. Construire le centre de gravité G du triangle ABC. 

. La parallèle à [AC] passant par G coupe le segment [AB] en F. 

. La parallèle à [BC] passant par G coupe le segment [AB] en H. 

. Créer le segment [AF], puis les segments [FGY, [GH], [HB], 

. Masquer tout ce qui a été dessiné sauf les segments [AF], [FG}, [GH] et [HB]. 

. Enregistrer la macro permettant de faire correspondre aux points A et B Ja ligne brisée AFGHEB. 


Questions destinées aux candidats du concours CAPLP interne ou du CAER 


Question 1 | 
Dessiner sur la copie la figure que doivent finalement obtenir les élèves à l’écran ; vous y ferez 
apparaître en plus les noms des points À, F, G, Het B. 


Question 2 
Montrer que les segments [AF], [FG], [GH] et [HB] sont de même longueur égale au tiers de la 
longueur du segment [AB]. 


page 3 sur 10 
Tournez la page S.V.P. 


Deuxième séance : construction et étude des premiers flocons 


Durant cette séance, les élèves doivent d’abord construire des flocons à l’aide du logiciel de géométrie et 
de la macro enregistrée lors de la première séance, puis répondre à une série de questions. 


1) Construction de flocons avec un logiciel de géométrie dynamique 


Le professeur donne aux élèves les renseignements suivants : 

Le « flocon de rang 0 » est un triangle équilatéral de 9 cm de côté. 

Le flocon de rang 1 (voir figure ci-après) est obtenu en appliquant trois fois au flocon de rang 0 la macro 
enregistrée à l’issue de la première séance. 

Le flocon de rang 2 (voir figure ci-après) est obtenu en appliquant douze fois au flocon de rang 1 la macro 
enregistrée à l’issue de la première séance. 


A EX E3 


flocon de rang 0 flocon de rang 1 flocon de rang 2 
Le flocon de Von Koch est la « limite » des flocons obtenus, lorsqu'on répète indéfiniment les étapes 
mentionnées ci-dessus. 
2) Étude des premiers flocons 
L'enseignant souhaite que ses élèves réfléchissent aux questions ci-dessous à l’aide des figures qu’ils ont 


réalisées. 


Soit C, le nombre de côtés du flocon de rang n. 
Soit L,, la longueur d’un côté du flocon de rang n. 
Soit P, le périmètre du flocon de rang n. 


1) Remplir le tableau suivant 


Longueur d’un côté | Périmètre du flocon 
LE, h 


2) Comment pourrait-on procéder pour calculer le périmètre du flocon de rang 6 ? 
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Questions destinées aux candidats du concours CAPLP interne ou du CAER 
Question 3 : Préciser la nature de chacune des suites (Cu) ven n)nen €t (Pr) nen - 
Question 4 : À quels objectifs cette séance peut-elle répondre ? 


Question 5 : Concernant la question « 2) Comment pourrait-on procéder pour calculer le périmètre 
du flocon de rang 6 ?», voici ci-dessous deux réponses orales d’élèves : 


Réponse 1 : « On dessine le flocon de rang 6 sur papier et on mesure le périmètre avec une règle. » 
Réponse 2 : « On continue le tableau jusqu’à la ligne correspondant au flocon de rang 6. » 


Que peut répondre le professeur à chacune de ces deux affirmations ? 


Troisième séance : étude des caractéristiques des flocons 


L'enseignant a réalisé sur un tableur le tableau ci-dessous et le projette à ses élèves puis en discute avec 


EUX. 
Ke 
longueur périmètre du 
d'un côté Ln flocon Pn 


0,33333333 64 

0,11111111 | 85,3333333 
113,777718 
151,703704 
202,271605 
269,695473 
359,593064 
479,458619 


3 
î 


io it 


Questions destinées aux candidats du concours CAPLP interne ou du CAER 
La notion de limite de suite n’est pas au programme de la classe concernée, mais l’enseignant désire 
mettre en évidence des résultats remarquables concernant l’évolution du périmètre et de l’aire d’un 
flocon de rang # quand n tend vers +co. 
Question 6 concernant l’évolution du périmètre d’un flocon : 
a) Quelle est la limite du périmètre P, lorsque » tend vers +co ? Justifier le résultat. 
b) Comment pourrait-on amener les élèves à pressentir ce résultat ? 
c) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que le flocon de rang n ait un périmètre supérieur 
ou égal à 9 km (on rappelle qu’on part d’un triangle de côtés mesurant 9 cm). 


Question 7 concernant l’évolution de l’aire du domaine délimité par un flocon : 
On note 4, l’aire, exprimée en cm?, du domaine délimité par le flocon de rang n. 


a) L'enseignant fait tracer aux élèves sur l’écran de l’ordinateur le cercle circonscrit au flocon de 
rang 0 et leur fait constater que les flocons de rangs 1, 2, 3, 4 sont à l’intérieur de ce cercle. 
Quel résultat sur l’aire d’un flocon peut-il ainsi faire pressentir aux élèves ? 


b) Que vaut .4 (on rappelle qu’on part d’un triangle équilatéral de côtés de longueur 9 cm) ? 
c) Obtenir une formule exprimant l'aire .4,:; en fonction de l’entier naturel » et de l’aire À,. 


d) En déduire une valeur approchée de .4 au millimètre carré près. 
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Extraits du programme de baccalauréat professionnel 
ACTIVITÉS NUMÉRIQUES ET GRAPHIQUES 


La résolution de problèmes issus de la géométrie, de l'étude des fonctions, des autres disciplines et de la vie courante constitue 
un objectif fondamental de cette partie du programme. On dégagera sur les exemples étudiés les différentes phases de la 
résolution d'un problème : 

- analyse de l'énoncé conduisant au choix de la méthode, si elle n'est pas imposée ; 

- mise en oeuvre de la méthode (résolution) et contrôle des différentes étapes ; 

- vérification, exploitation et présentation des résultats, 

Dans cette perspective il convient de répartir les activités tout au long de l'année et d'éviter toute révision systématique a priori. 
Les travaux s'articulent suivant trois axes : 

- consolider les techniques élémentaires de calcul ; 

- consolider la pratique conjointe du calcul littéral et du calcul numérique, en relation étroite avec l'étude des fonctions : 

- poursuivre l'étude des équations et inéquations à une inconnue et des systèmes linéaires d'équations et d'inéquations. 

II convient d'exploiter conjointement les aspects graphiques, numériques et algébriques, ainsi que l'étude de variations de 
fonctions : les activités doivent combiner les expérimentations graphiques et numériques, avec les justifications adéquates. 
Pour toutes ces questions, la calculatrice est un outil efficace. Il convient d'exploiter également les possibilités de l'outil 
informatique, 


e k 
E a) Suites arith métiques et géométriques H s'agit de consolider les acquis antérieurs. L'objectif est | 
Notation u, | de familiariser les élèves avec la description de situations | 
: Expression du terme de rang n simples conduisant à des suites arithmétiques ou 
| Somme des X premiers termes. géométriques. | 
lb) Polynômes du second degré i L'existence de solutions est à mettre en n évidence d'une 
! Résolution algébrique de l'équation du second degré : part graphiquement, d'autre part algébriquement, à partir 
| factorisation d'un polynôme du second degré, d'exemples où les coefficients sont numériquement fixés. 
| 


L'élève doit savoir utiliser les formules de résolution : ces 
formules sont admises. 


Champ des activités 


Exemples d' étude de situations conduisant à des suites 
| arithmétiques ou géométriques. 


Résolution algébrique d'une équation du second degré. Le recours aux formules générales est à éviter si la 
| Exemples d'étude de situations conduisant à une équation | factorisation est donnée ou immédiate. 
ou une inéquation à une inconnue. | La résolution d'une inéquation peut s'effectuer 


! graphiquement ou en utilisant un tableau de signes ; si le 


| 
| 
degré excède deux, des indications doivent être fournies. 
: Résolutions graphique et algébrique d'un système linéaire 
! de deux équations à deux inconnues. | É  : 
: Exemples d'étude de situations conduisant à des systèmes Des exemples simples de progr ammation linéaire | 
: linéaires d'équations ou d'inéquations à deux inconnues à | Peuvent être choisis, toutes les indications nécessaires 
‘ coefficients numériques fixés. étant fournies. | 


D ARR À D nb enr DS ue D Re mm me ne nn 


ACTIVITÉS GÉOMÉTRIQUES 


Mettant en oeuvre les connaissances de géométrie ou de trigonométrie du programme de BEP, cette partie ne comporte que la 
rubrique " Champ de activités ". En outre, elles peuvent constituer un support pour les notions nouvelles du programme. 


Champ des activités 


Exemples d' étude de problèmes liés à la profession, Toutes les indications utiles doivent être fournies. 
; faisant intervenir dans le plan des constructions 

; géométriques de configurations simples, des 

| transformations géométriques (symétrie axiale, symétrie 

centrale, translation) ou conduisant à des calculs simples 

de distances, d'angles, d'aires. 

| Exemples d'étude de solides usuels conduisant à 
| l'utilisation de sections planes ou à des calculs de l 
distances, d'angles, qu ou de volumes. «1 ' 


mnt us arininn in hgeents e donne en reare Dee dater irrmniériee enee error tree "x re tm mn mr nr em M nr rt 


Toutes les indications utiles doivent être fournies. Î 
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Exercice 2 


Indiquer, pour chacune des affirmations indépendantes qui suivent, si elle est vraie ou fausse, puis 
justifier votre réponse. 


1) 


2) 


3) 


4) 


Si une pièce est truquée de telle sorte que la probabilité d’obtenir PILE soit égale à trois fois celle 


d’obtenir FACE, alors la probabilité d’obtenir FACE vaut 2 ; 
6 


Dans deux classes de 25 élèves d’un lycée professionnel, on dispose des pourcentages de réussite au 
baccalauréat professionnel de juin 2008 des garçons et des filles de ces deux classes : 


Le [me 


Ainsi, 80% des filles de Terminale 1 ont eu le bac ainsi que 60% des garçons de Terminale 1, 
75% des filles de Terminale 2 et 40% des garçons de Terminale 2. 


L’affirmation est la suivante : « Quelle que soit la répartition filles-garçons de chacune de ces deux 
classes de 25 élèves, on peut déduire du tableau ci-dessus que le pourcentage de réussite au 
baccalauréat professionnel des élèves de Terminale 1 est supérieur à celui des élèves de 
Terminale 2 ». 


Si A et B sont deux événements de probabilités non nulles, on note P(B/A) la probabilité de 
l’événement B sachant que l’événement A est réalisé. 


L'’affirmation est la suivante : « Si A et B sont deux événements de probabilités non nulles , alors 
P(B/A)xP(A/B)=1.» 


Pour ouvrir une porte, un individu dispose de 10 clés différentes dont une seule permet d’ouvrir cette 
porte. Il choisit une clé au hasard, essaie d’ouvrir la porte et, s’il n’y parvient pas, met la clé de côté 
pour ne pas la réutiliser. 


La variable aléatoire X indiquant le nombre total de clés essayées (la bonne comprise) suit une loi 
binomiale. 


page 7 sur 10 
Tournez la page S.V.P. 


Exercice 3 


On rappelle que si f est une fonction définie et continue sur un intervalle 1 alors, quels que soient les 
Fa 4 s. ss # b ù f + 
nombres réels a et b appartenant à l'intervalle 1 l'intégrale Î f(x)dx est définie. 


On note R l'ensemble des nombres réels. 


I. Quelques propriétés d’une fonction définie à l’aide d’une intégrale 


Soit f'une fonction définie et continue sur R. On lui associe la fonction g définie sur R par : 
g(x) = F fOdt six>0, 


g@= frOd six<0. 

1) On suppose dans cette question que f (1) =} pour tout nombre réel f. Déterminer alors, pour tout 
nombre réel x, l’expression de g(x). Étudier la parité de la fonction g. 

2) On suppose dans cette question que f(f)=|| pour tout nombre réel f, Déterminer alors, pour tout 
nombre réel x, l’expression de g(x). Tracer sur la copie la courbe représentative de la fonction g 
dans le plan rapporté à un repère orthonormal. 

3) On revient au cas général, c’est-à-dire que f'est une fonction définie et continue sur R. 

a) On admet que la fonction g est dérivable sur l’intervalle ] 0 ; +co[. Préciser sa dérivée sur cet 
intervalle. 

b) Illustrer graphiquement puis démontrer que si la fonction f est paire, alors la fonction g est 
paire. (on peut par exemple utiliser un changement de variables) 


II. Étude d’une fonction f'et de la fonction g associée 
f(x)=-x+1 si 0<x<l, 
On considère désormais la fonction f définie sur R par f()=0 six>l, 
f est paire. 


g(x) = F f(t}dt six>0, 
On lui associe la fonction g définie sur R par 


= [FO six<0. 


1) Étude de la fonction f 


a) Montrer que la fonction f est continue sur R. 
b) Tracer sur la copie la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté à un repère 
orthonormal. 


2) Étude de la fonction g 


a) Étudier le sens de variation et le signe de la fonction g sur R. 

b) Expliciter gx) en fonction de x lorsque x appartient à l’intervalle [ 0 ; +cof. 

c) Tracer sur la copie la courbe représentative de la fonction g dans le plan rapporté à un repère 
orthonormal (on précisera les demi-tangentes à la courbe aux points d’abscisse 0 et 1). 
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d) Montrer que, quels que soient les nombres réels x et y positifs ou nuls, on a l’inégalité : 


g(x+y)<g(x)+g(y). 


On admet dans la suite de cet exercice que l’inégalité g(x+y)<g(x)+g(y) est vérifiée plus 
généralement quels que soient les nombres réels x et y. 


3) Étude d’une fonction distance 
On considère la fonction d définie sur R° par d(x,y)=g(x-y). 


a) 


b) 


Montrer que la fonction d est une distance sur R, c’est-à-dire que, quels que soient les nombres 
réels x, y et z, les propriétés suivantes sont vérifiées : 

d{x,y)2>0; 

d(x, y)=0 équivaut à x = y ; 

d(x:y)=d(y;x); 

d(x,y)<d(x,z)+d(z,y). 


Soient x9 un nombre réel quelconque et r un nombre réel strictement positif. On note I(Xxo, r) 
l’ensemble des nombres réels x tels que do, x) < r. Déterminer I(xo, r) dans chacun des cas 
suivants : | 


ï) xs —0etr=1. 


li) xo = 0etr= 


iii) xo = letr= 


“ 


Go Ur Go to 


Exercice 4 


Dans cet exercice on ne considère que des cercles non réduits à un point. 


L Définition de la puissance d’un point par rapport à un cercle 


On considère dans le plan : 


1) 


2) 


3) 


un cercle € de centre Q et de rayon R > 0, 
un point M quelconque, 
Soit A une droite passant par M et coupant € en deux points A et B distincts tels que le point 
A soit différent du point M. 
On note D le point du cercle € diamétralement opposé au point A. 
Montrer que MA -MB = MA MD puis que MA - MB = MO’ -R°. 
De ce fait, le produit scalaire MA -MB est donc indépendant du choix de la sécante A passant 
par le point M. Le nombre réel .. (M) = MA :MB = MQ? -R? est appelé puissance du point 
M par rapport au cercle €. 
On suppose, dans cette question, que le point M est extérieur au cercle €. 
On note T le point de contact d’une tangente au cercle € menée par M. 
Montrer que Pa (M) = MT ?. 
Décrire l’ensemble 6: (resp. 62, 63) des points M du plan tels que P4 (M) = 0 (resp. < 0, >0). 
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IE. Axe radical de deux cercles de centres distincts et application 


L'objet de cette seconde partie est de prouver que l’ensemble des points ayant même puissance par 


rapport à deux cercles est une droite (que l’on appellera axe radical des deux cercles) puis de 


déterminer cet axe radical dans trois cas de figure et enfin d’utiliser l’axe radical de deux cercles pour 


prouver l’alignement de quatre points particuliers. 


D) 


2) 


3) 


Étude générale de l’axe radical de deux cercles 


On considère dans le plan : 
un cercle & de centre Q et de rayon R > 0, 
un cercle €” de centre Q° et de rayon R°’ tel que Q Z Q° et 0 <R’<R, 
le milieu I du segment [AQ”]. 


a) Montrer que pour tout point M du plan, Pe (M) = Pa (M) équivaut à 2MI.Q'Q =R?-R'?. 

b) Justifier qu’il existe un point Mo de la droite (QQ') vérifiant 2M,1:Q'Q = R°-R"?°. 

c) Déduire des résultats précédents que l’axe radical des deux cercles, c’est-à-dire l’ensemble des 
points M tels que PM) = PM), est la droite passant par Mo et perpendiculaire à la 
droite (QQ'). 

Recherche de l’axe radical dans trois cas de figure 

On considère dans le plan : 

un cercle € de centre Q et de rayon R > 0, 
un cercle €” de centre Q° et de rayon R° tel que Q # Q° et 0 <R’<R. 

a) On suppose que les cercles & et €? sont sécants en deux points distincts J et K.. 
Montrer que l’axe radical des cercles € et €”? est la droite (JK). 

b) On suppose que les cercles & et €” sont tangents en un point L. 

Déterminer l’axe radical des cercles € et €”. 

c) On suppose que les cercles € et @” n’ont aucun point commun. Soit un cercle &”?, sécant à la 
fois au cercle @ et au cercle €”, et dont le centre Q”” n’appartient pas à la droite (QQ”). 
Justifier que l’axe radical des cercles € et €” et l’axe radical des cercles €” et €&°” sont 
sécants ; on note S leur point d’intersection. Déterminer l’axe radical des cercles € et €”. 


On considère dans le plan deux cercles € et €”, non sécants, extérieurs l’un de l’autre. 

Ces deux cercles ont quatre tangentes communes, notées (TiT”;) ; <i<4, où T; et T”; sont les points 
de contact respectifs de la tangente (T;T”;) avec les cercles © et €”. 

On note M; le milieu du segment [T;T”’;}. Montrer que les points M1, M, M3 et M4 sont alignés. 
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Calculatrice électronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanumériaue où à 
écran graphique — à fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément à la 
circulaire n° 99-186 du.16 novembre 1999. 

L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique est 
rigoureusement interdit. ï 


Dans le:cas où un(e) candidat(e) repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il (elle) le signale très 
lisiblement sur sa copié, propose la correction et poursuit l'épreuve en conséquence. 

De même, si cela vous conduit à formüler une ou plusieurs hypothèses, il vous est demandé de la (ou les) 
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‘NB: Hormis l’en-tête détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, 


comportér aucun signé distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé 


‘comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note; vous devrez impérativement vous abstenir de 


signer ou'de l'identifier. 
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DURÉE : 4 heures 


‘Le sujet est constitué de quatre erereices indépendants. 


Le premier exercice, de nature pédagogique, porte sur les fluctuations d une rene 
selon les échantillons. 

Le deuxième exercice est constitué de questions indépendantes. 

Le troisième exercice a pour objet la recherche de l'image de deux cercles par une 
application définie dans le plan complexe. 

Le quatrième exercice expose deux méthodes permettant d ‘obtenir u une valeur 
approchée du nombre In 2, : 
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PREMIER EXERCICE 


Cet exercice, de nature pédagogique, porte sur les fluctuations d’une fauchés selon des 
échantillons, 

En annexe 1 figure une situation d'étude qui permet de construire une activité de formation 
pour des élèves de seconde professionnelle. 

En annexe 2 se trouvent des extraits des programmes de mathématiques de seconde et de 
première professionnelles, 


1. En-utilisant la situation d’étude figurant en annexe 1, rédiger l’énoncé d’une 
évaluation destinée à des élèves de seconde professionnelle qui ont suivi une 
formation. sur les fluctuations d’une fréquence selon les échantillons. 
Cette évaluation devra respecter les contraintes suivantes : | 

e se dérouler en salle informatique, 

* avoir une durée comprise entre 30 et 40 minutes. mc 

2. Indiquer les connaissances et capacités du programme que l’énoncé rédigé à la 
question presente permet d’évaluer. 


DEUXIÈME EXERCICE 
Les questions de cet exercice sont indépendantes. 
É Résoudre dans l’intervalle ]-xz;x [ l’équation 


2cos®x—cosx-—1=0. 


a. Préciser si l'affirmation suivante est vraie ou si elle est fausse. Justifier ensuite 
la réponse donnée. 


« Sin etp sont deux nombres entiers tels que le nombre #p est impair, alors le 
nombre #? + p° —np est impair. » 


b. Préciser si l'affirmation suivante est vraie ou si elle est fausse. Justifier ensuite 
la réponse donnée. ” 


_«Sinet P sont deux nombres entiers tels que le té np est pair, alors le 
nombre #2+ p? —np est pair: » 


3. On dispose dans un sac de deux dés cubiques dont les faces sont numérotées de 1 à 6. 
L'un de ces deux dés est bien équilibré et l’autre est un dé pipé pour lequel, lors d’un 
lancer, la probabilité d'obtenir un 6 sur la face supérieure est égale à la probabilité de 
ne pas obtenir un 6. 

On prend un dé au hasard dans le sac, on le lance et on note le numéro obtenu sur la 
face supérieure. Quelle est, dans ces conditions, la probabilité de l'événement : 
« obtenir.un 6 » ? 
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4. Étudier. la continuité et la dérivabilité en O0 de la fonction La _définie sur 
l'intervalle [0 ; + [par : 


f(x)= xn[2 2) pour x> 0 8.70) 0. 0. 


5. On considère un récipient cylindrique de rayon intérieur 10 cm.et de hauteur intérieure 
22 cm. On place une boule de rayon 5 cm au fond du récipient puis on verse de l’eau 
jusqu’à recouvrir exactement la boule re boule, étant de densité pie grande que 
celle de l’eau, ne flotte pas). 

On enlève cette boule et on la remplace par une seconde boule de même densité et de 
rayon différent. L’eau recouvre à nouveau exactement Ja seconde boule, | 
Déterminer, en exposant la démarche suivie, une valeur approchée, à un millimètre 
près, du rayon RÀ de la seconde boule. 


TROISIÈME EXERCICE 


Le plan complexe P est rapporté à un repère orthonormé direct (O; x ,v). L'unité graphique ‘ 


est 4 cm. 


On considère l'application f du plan P privé du point O dans le plan P qui à tout point M 


d’affixe non nulle z associe le point M = Hi 02 rt z telle que 
:G + D 


On désigne par À et B les points d’affixes  . za= l'étz=- 1. 
Pour tout nombre réel r strictement positif, on note C, le cercle de centre O et de rayon r. 


X Détermination d’images et d’antécédents 
SoientE, F et G les points d’affixes respectives z=1,z=-1+1,26= . 


1. Déterminer les images E° et F° des points E et F par l’application f. 
* Placer les points À, B, E, F, E’ et F° dans le plan P. 


2. a. Déterminer le module et un argument de zG. Interpréter géométriquement ( ces’ deux 
résultats. 
b. Déterminer l’image G° du point G par application fet compléter la figure de la 
première question en construisant les points G et G” (on laissera apparents les traits de 
construction). 


3. Déterminer les points invariants par application f. 


4. a. Déterminer les antécédents par Papplication j du point H d’affixe Zh 


he 


b. Soient M, et M: deux points distincts du plan P privé du point O. Daisies une 


condition nécessaire et suffisante sur leurs affixes respectives z; et z; pour que les points 
Mi et M2 aient la même image par Fapphication f 
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IL. Image par l'application f du cercle Cide centre O et de rayon. 1 


1. Montrer que si le point M appartient au cercle Ci, aff ixe du point M’ = f (M) ést un 
. nombre réel à préciser. 


2. En déduire l’image du cercle Ci par  — F. 


His litige par l’application f du cercle C: de centre O et de rayon 2 


1. Montrer que si le point M d’affixe z appartient au cercle C2, Paffixe du point M° = f(M) 
est le nombre complexe z’ = Lcoso+iSsin®, où @ désigne un argument du nombre 


complexe z. 
2. Soit M un point du cercle C2, z l’ affixe de M et 9 un argument de z. 


a. On rappelle que pour tout. nombre réel r strictement positif, on note C, le cercle de 
centre O et de rayon r. Déterminer en fonction de @ les coordonnées des points 
d’intersection N et N° de la demi-droite [OM) RSpReNemenE avec les cercles 
ae et És: 

4: 4 : 

b. En déduire un procédé pérméltant de construire l’image par l’application f d’un point 

quelconque du cercle C2. Utiliser ce procédé pour représenter dans le plan P les 


images par l'application f des points A: et A) d'affixes respectives 
:Æ 


Hs N'ES ie 
ze À © —9p3 
2, 52e * et z, =2e*. 


3. On note (a, b) les coordonnées d’un point M et (a’,b) les coordonnées du point M’ = f (M). 


a. Montrer que si le point M appartient au cercle C;, son image M° par l'application Î 


ST 


‘ appartient à la courbe E d’équation 


b. Préciser la nature de la courbe E; et trâcer E; dans le plan P. 
c. Justifier que la courbe E> est l’image par l’application f du cercle C>. 


4, Déterminer un nombre réel r différent de 2 tel que les cercles C et G aient la même image 
“par Fepplication f. 
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QUATRIÈME EXERCICE 


L'objectif de cet exercice est d'étudier deux méthodes permettant d'obtenir un encadrement 
du nombre réel In 2. Les parties X et LL sont indépendantes. 


Partie L. Une approximation graphique 
Le plan est muni d’un repère orthonormé(O; 5,1). L'unité graphique est 5 cm. 


. On note T' la courbe 


# 1 


On considère la fonction définie sur l'intervalle [1 ; 2] par @(x) = 

représentative de Ia fonction @ dans le repère(O; 1j) et on note K l'intégrale K = [ + : 
| 1 

On note : 


e _A,BetC les points de la courbe F d’abscisses respectives 1, : et2; 


e._ Ile point de coordonnées (1: 0), U le point de coordonnées G: 0) ét V le pôiné dé 


coordonnées (2 ; 0). 


LE. "& Tracer la courbe T° sur l'intervalle [1 ; 2] et interpréter graphiquement le nombre réel K 
. à l’aide de la courbe F. 


b. Calculer le nombre réel K, 


2. Déterminer la mesure exacte de Faire du polygone IVCBA, en unité d’aire. On admet que 
ce nombre est un majorant du nombre réel K. 
3. a. Déterminer une équation de la tangente T à la courbe T° au point B. 
b. Étudier la position de la courbe T° par rapport à la droite T' sur l'intervalle F3 2 puis 
tracer [a tangente T. 
€. En déduire graphiquement un minorant du nombre réel K. 
4. Donner un encadrement de K, d’amplitude inférieure ou égale à 0,05. 


Partie I. Une méthode utilisée au XVII siècle 


IL.1. Un programme de calcul 


1. Donner une valeur arrondie à 10° près du nombre affiché par la calculatrice à l'issue du 
programme de calcul suivant : 


e Entrer le nombre 2 sur la calculatrice. | 
e  Répéter 9 fois de suite l’instruction suivante : calculer la racine carrée du dernier 
nombre affiché par la calculatrice. 
Soustraire 1. 
Répéter 9 fois de suite linstruction suivante: multiplier par 2 le dernier nombre 
affiché par la calculatrice: 


2. Comparer le nombre qui vient d’être obtenu à une valeur numérique approchée dh du nombre 
In 2 donnée par la calculatrice. 
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Cette méthode de calcul fut utilisée par Henri Briges au début du XVIT siècle pour. 

‘obtenir des valeurs approchées de logarithmes. La suite de l'exercice présente une étude 
de cette méthode. Henri Briggs inventa ensuite de nombreuses autres méthodes 
ingéniéuses pour établir des tables de logarithmes qu'il publiera en 1624 dans un traité 
intitulé Arithmetica Logarithmica. 


IL2. Un résultat théorique | 


On note N l’ensemble des nombres entiers naturels. 
À. Soit (a,}1e N une suite réelle. Donner une définition de 
« la suite (1e N converge vers L» où L est un nombre réel. 


2. Démontrer le théorème suivant : 


« Soient trois suites réelles (ar}ne N , (Onde N Et (Cn}ne N s telles ci pour tout nombre entier 
naturel ñ, 


a, <b, <c,, 


Si les suites (a)1eN €t (Cn}ne N convergent vers une même limite L, alors la suite Gnhre N 
converge vers ke » 


IL3. Étude de deux suites. 


Soit un nombre réel æ. strictement supérieur à 1. On considère les suites Ye N et ro N 
définies par : 


us = © et pour tout r de N, w,,,= Ju, ; 


V2" (ün— 1) pour tout » de N.. 


“1, Lé calcul éfféctué dans la question IIL.1.1. correspond au cal d’un terme D Tune de ces 
deux suites avec pour valeur de & le nombre 2. Quel est ce terme ? 


2. à. Démontrer par récurrence que pour tout deN, #7 L. 
b. Démontrer que ROUE toutndeN, 


1 
Ua IS SG, 1): | 
C. En déduire que pour tout ndeN, 
0<uy LS EC - 1). 


d. Justifier que à suite (une N converge et préciser sa limite, 


# | . C4 x° 
3. a. Démontrer que pour tout nombre réel x > 0, on a x— + <m(l+x)<x. 


(a, 1) 


b. En déduire que pour tout de N, on a — < In (4) —Utl< 0. 


1 
c. Montrer que pour tout n de N, onaw,= æ?" , puisque — 


RP ÿ < haœ-v,<0. 


2"#l 


d. Déterminer la limite de la suite (vese N. 


4, Quelle valeur du nombre entier naturel n sufft-il alors de choisir pour obtenir une valeur 
- approchée du nombre In 2 à à 107 près ? À 10 près ? 
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ANNEXE 1 


SITUATION D'ÉTUDE : TAUX ANORMAL DE CAS DE LEUCÉMIE INFANT ILE 
(d'après un document de travail publié sur Eduscwol) 


… Niveau : seconde professionnelle. 


Moduk : fluctuations d'une frégsence selon les échantillons, probabilités. 
Thémaïque:: protéger la Poe (CE durable) - prévenir un risque lié à lesironnement É ies santé et 
* Sécurité). 


Énoncé | | 
Une petite ville des États-Unis a connu 9 cas de leucémie chez de jeunes garçons en lespace de 
10 années. Doit-on, comme l'ont alors affirmé les autorités, en accuser le hasard ? 


Cet.exemple montre les enjeux de la méthode statistique. 
Woburn est une petite ville industrielle du Massachusetts, au Nord-Est des États-Unis Du milieu à la fin 


dés années 1970, la communauté locale s’émeut d’un grand nombre de cas de leucémie infantile survenant | 


en particulier chez les garçons dans certains quartiers de la ville, Les familles se lancent alors dans 
l'exploration des causes et constatent la’ présence de décharges et de friches industrielles ainsi que 
Pexistence de polluants. Dans un premier temps, les experts gouvernementaux concluent qu'il n’y 4 tien 
d'étrange, mais les familles s’obstinent et saisissent leurs propres experts, Une étude siaristique montre 
qu’il se passe sans doute quelque chose « d’étrange ». 

Le tableau suivant résume les données statistiques concernant les garçons de moins de 15 ans, pour la 
période 1969-1979 dure de Department of Public Health), 


pes. des garçons de | Nombre de cas de lnrémie 


moins de 15 ans à Woburnlinfäntile observés chez les LR on 


‘infantile aux Etats-Unis 


selon le. recensement de. ons à Woburn entre 1969 
Cire gare (garçons) 1 


1970: # 


La question statistique qui se pose est de savoir si le hasard seul peut raisonnablement expliquer le sombre 
de cas de leucémie infantile obsérvés chez lés garçons de _Woburn, considérés comme résultant d’un 
échantillon prélevé dans la population américaine. 

La population des États-Unis étant très grande pat rapport à celle de Woburn, on peut considérer que 
léchantillon résulte d’un PRebe avec remise et simuler des tirages de taille # avec un tableur. 


Il est aisé de simuler sur un tableur 100 échantillons de taille # = 5 969 prélevés au hasard dans une 
population de garçons où la probabilité de leucémie est p = 0,000 52 os «normal») en utilisant 
l'instruction : —ENT(ALEA( +0,000 52). 

L’instruction =ALEA() génère un nombre aléatoire dans l'intervalle [Q, 11. 

L'instraction =ALEA(+0,000 52 génère donc un nombte aléatoire dans l’intervalle D. 000 52 ; 1,000 52.. 
Ainsi, =ENT(ALEA(+0, 000.52), où ENT désigne là pattié éntièré, vaut la plupart du temps O (non 
malade) et vaut 1 (malade) avec la probabilité 0,000 52, 

Sur chaque échantillon, en faisant la somme, on obtient le nombre de cas observés, sous l'hypothèse d’ une 
probabilité « normale ». 


Il est possible de représenter sur un graphique les 100 résultats obseivés sur les échantillons ainsi simulés. 
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Les simulations montrent que le nombre de cas de leucémie infantile observés à Woburn (9 cas) est. 
extrêmement rare (de Pordre de 1 %. des simulations sur un grand nombre  — sous Fhypothèse 
d’une probabilité « normale». : 

Il est donc raisonnable dé penser que le niveau très « ed » élevé des c: cas de lenéémie infantile 
observés chez les garçons de Woburn n'est pas dû au hasard. 

Ce taux anormalement élevé de cas de leucémie infantile est officiellement confirmé par le Département 
de Santé Publique du Massachusetts en avril 1980. Les soupçons se portent alors sut Ja qualité de l'eau de 
a: nappe phréatique qu par. des s forages, akmente la ville. On découvre ainsi le syndrome. de 
trichlotéthylène,. 


ANNEXE 2 


EXTRAITS DES PROGRAMMES DE BACCALAUREAT PROFESSIONNEL 
Seconde professionnelle 


1: 2 Fluctuations d’une fréquence selon les échantillons, probabilités 


La notion de fluctuation d'échantillonnage, essentielle en statistique, est abordée dans. cette partie du programme ‘en étudiant 
Ja.variabilité d’observation d’une fréquence. Elle favorise une. expérimentation dé l’aléatoire. L'objectif de ce module est de 
faire comprendre que le hasard suit des lois et de préciser l’approche par les fréquences de la notion de probabilité initiée en 
classe de troisième. Après une expérimentation physique pour une taille fixée des échantillons, la simulation à l'aide du 
générateur de nombres aléatoires d’une calculatrice ou du tableur permet d’augmentér la taille dés échantillons et d’observer 
des résultats associés à.la réalisation d’un très grand nombre d’expériences. : 


ER: Connaissances | | Commentaires | 


Toutes les infoïmations' ‘concernant l' outil 
dé simulation sont fournies. À 


Capacités | 


Epéiiates. d’abord à l’aide de pièces, de 

dés ou d’urnes, puis à l’aide d’une 

simulation informatique prête à l’emploi, la 

prise d'échantillons aléatoires de taille » 
fixée, extraits d’une population où:la 
fréquence p relative äun caractère est 

À connue. 


Tirage au hasard et'avec remise de # 
éléments dans‘une population où la 
fréquence p rélative à un caractère est 
connue, 


Déterminer l'étendue des fréquences de la 
série d'échantillons de taille #‘obtenus par 
expérience ou simulation. 


Fluctuation d’une fréquence relative à un 
caractère, sur des échantiflons de taille # 
fixée, 
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| “Évaluer Ja probabilité d'un événement à: Stabilisation rélative des fréquences vVérs la La propriété de stabilisation relative des 
partir des re : prôbäbilité de l'évéñement quand 7 fréquences vers la probabilité est mise en 
augmente, 


évidence graphiquement à |° se d’ün outil 
de simulation, 


_ | Evaluer là probabilité d'un événemient dans 


le'cas d'uné situation aléatoire simple. 


À | Faire preuve d'esprit critique face à une 


situation aléatoire simple, 


Première professionnelle 


1.2 Fluctuafions d’une fréquence selon les échantillons, probabilités (groupements À, Bet C) 


L'objectif de ce module est de consolider et d'approfondir létude, initiée en seconde professionnelle, de la variabilité je 
d’une prise d’échantillon, pour favoriser la prise de décision dans un contexte aléatoire. La consolidation des notions déjà 
acquises én seconde professionnelle se traite en prenant appui sur des exemples de situations concrètes, issues de la vie 
‘courante, du domaine re ms ou de la liste des thématiques, L'utilisation des TIC est nécessaire. 


Capacités de 


| Connaissances | 


Distribution ones à d’une 
fréquence; 


Expérimenter, à l’aide d'une simulation 
informatique, fa prise d’échantillons - 
‘aléatoires de taille » fixée, extraits d’une 
population où la fréquence p relative à un 
5 Caractère est connue, 


.F La population est suffisamment importante 
pour pouvoir assimiler les prélèvements à 
dés tirages avec remise. 


La stabilisation vers p, lorsque la taille # 
À des échantillons augmente, de la moyenne 
des fréquences est mise ‘en. évidence 
graphiquement à laide d’un outil de 
| simulation. ee | 
| Distinguer, par leurs notations, la fréquence 
p de la population et les fréquences fi des 
échantillons aléatoires. . 


Se réstreindre au cas où n > 30, np > 5 et 
"1-p)2 5 : la connaissance de ces 
4.conditions n’est pas exigible. La formule de 
l'intervalle est donnée, 

La connaissancé dé. la  « väriabilité 
naturelle » des fréquences d'échantillon {la 
probabilité qu'un échantillon aléatoire de 
taille # fournisse une fréquence dans 


Moyenne dé a distributiori 
d’échantillonnage d’une fréquence, 


Calculer la moyenne de la série des. | 
fréquences:f des échantillons aléatoires de 
même taille # prélevés. 


Comparer la-fréquence p de la population et 
la moyeñnè de la série des fréquences f; des 
échantillons aléatoires de même taille n 
prélevés, lorsque P est connu, à 


Calculer le pourcentage des échantillons de 
taille # simulés, pour lesquels la fréquence 
relative au caractère étudié appartient à 
qi: 


Intervalle de fluctuation. 


[P-—; sPÈ ‘] et comparer à une 
[PT 
probabilité de 0,95. 


| Exercer un regard critique sur des données 
statistiques ens “appuyant sur là Hropabilié 
précédente. : 


l'intervalle  [p- _ Sp+ F J est 
= nr ñ 


supérieure à 0,95) permet de juger de la 
pertinence de certaines observations. 
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